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Eloszo

A Michigani Egyetem végzdseinek és doktoranduszainak évekig oktattam a
Matematikai médszerek a fizikaban c. targyat. Ekézben meggy6zodésemmé
valt, hogy a vektoranalizis teriiletén a meglevé tankonyvek nem nyudjtanak
eleget: sok koziiliik egyszertien csak elismétli, amit a didkok korabbi tanul-
ményaikbodl amugy is tudnak, és kevés betekintést nytjtanak — ha nytjtanak
egyaltalan — a téma alapvetGen geometriai szerkezetébe. Ezért egy id6 utan
az 6radimon nem a tankonyvet, hanem a sajat gondolatmenetemet kovettem,
s0t néhany éve még nem hivatalos jegyzeteket is szétosztottam, ,Geometriai
vektorok” cimmel.

Mind a kollégdk, mind a didkjaim lelkesedéssel fogadtak ezeket a jegyze-
teket, igy természetesen adddott a gondolat, hogy érdemes volna publikal-
haté formédban djrairnom az anyagot. Azt azonban a kezdetektdl vilagosan
lattam, hogy az eredményiil kapott konyvre csak akkor lesz igazén keres-
let, ha elég alacsony az ara ahhoz, hogy a didkok egy hasznilatban levo
tankonyv mellé, kiegészitésként meg tudjak venni. Beszéltem szakértokkel,
és kideriilt, hogy a cél valéban megvaldsithatd, ha kamerakész képiambol
papirkotésii formatumban késziil a konyv. Igy aztdn munkdhoz littam; a
haromévnyi munka gyiimolcsét tartja most kezében az olvasé.

Mikor elterveztem, hogy megirom a konyvet, el kellett dontenem, hogy
a cime ,,Geometriai vektorok” legyen-e, és ennek megfelel6en korldtozzam a
konyv altal targyalt teriiletet, vagy pedig valasszam a ,Geometriai vekto-
rok és tenzorok” cimet, és mindkét témat targyaljam, vallalva az ezzel jaro
kétszeres terjedelmet. Végiil az el6bbi mellett dontéttem, de nagy szomori-
saggal, hiszen a tenzoranalizis is gyonyori teriilet, és alapszintii targyalasa
semmivel sem igényel tobbet a vektoranalizisénél. Ugyanakkor a fizikusok-
ban joval kisebb a gyakorlati igény a tenzorok, mint a mindeniitt hasznalatos
vektorok megértésére; és féltem, hogy az elkeriilhetetleniil magasabb ar eset-
leg pont annak az olvasékozonségnek tenné elérhetetlenné a konyvet, akiknek
pedig elsésorban szanom.
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Olyan sok személynek tartozom oridsi haldval e munka kapcsan, hogy
csak dltalanossdgban fejezhetem ki nekik kdszonetemet. Mély és szivbdl jovo
hilamat fejezem tehat ki el0szor is a didkjaimnak, amiért folyamatosan kér-
désekkel ostromoltak; masodszor a tanaraimnak, akik ugyanerre tanitottak
engem is; végiil, de tavolrél sem utolsésorban pedig szamtalan kollégamnak
(koztiik tobb névtelen birdlénak), akikkel beszélgetve mélyebben megértet-
tem ezt a teriiletet. Oszintén remélem, hogy ez a mélyebb megértés most
masoknak is hasznara valhat.

Gabriel Weinreich
Ann Arbor, 1997. december



1. fejezet

Prolégus:
Mirol szél ez a konyv?

1.1. Bevezetés

Haromdimenzids euklideszi térben éliink, vagy legalabbis altaldban igy gon-
dolkodunk. Igaz, hogy a specidlis relativitaselmélet arra késztet benniinket,
hogy az id6t is hozzdadjuk, mint negyedik dimenziot, az dltalanos relativités-
elmélet szerint pedig gorbiilt térként kell a vildgunkra tekinteniink, amelyben
nem feltétleniil teljesiil az a torvény, hogy minden haromszog belsd szogei-
nek 6sszege 180°, de ezzel egyiitt még mindig a ,,normdalis”, hdAromdimenziés
euklideszi tér az, ahol az intuicionk végso soron él, 1élegzik, 1étezik: egyszdval
ez az egyetlen fajta tér, amelyet igazan magunk elé tudunk képzelni.

Van tehat értelme annak, hogy a vektorokkal kapcsolatos vizsgalodéasa-
ink alatt erre a fajta térre Osszpontositsunk, kiilonésen mivel a haromdi-
menzids vektoroknak vannak olyan sajatossdgai — példaul a keresztszorzat
—, amelyeknek nem létezik pontos megfelel¢je mas dimenzidészamu terekben.
Itt most nem olyan aspektusokra utalok, amelyek veliink, emberekkel — és
azzal, hogy mit vagyunk képesek megfigyelni vagy elképzelni — kapcsolato-
sak, hanem olyanokra, amelyek a tér matematikai természetébdl fakadnak.
(Ez természetesen nem jelenti azt, hogy az ilyen sajatossdgokat ne ,altala-
nosithatnank” kettd, négy vagy N dimenziéra. Az ilyen dltaldnositdsoknak
azonban mindig ara van, amennyiben a kérdéses fogalomnak legalabbis né-
hany tulajdonsagérdl le kell mondanunk.) Az olvasé tapasztalni fogja, hogy
bar a konyv az intuiciénk szamara ismer6s haromdimenzids, gorbiiletlen euk-
lideszi térre Osszpontosit, mégis megfeleléen szilard alapot ad ahhoz, hogy
mas tipusu terekre is elkezdhessiik az altalanositast (1d. 9. fejezet).
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1.2. Hol kezdjiik?

A koényvben djra és ujra utalni fogok a vektoranalizis ,,hagyomanyos” tér-
gyalasara, amelyben a vektorokat mindig nyilak jelzik, a vektormiiveleteket
pedig, mély geometriai tartalmuk ellenére, altalaban a Descartes-komponen-
seken végzett algebrai (vagy differencidl-) miiveletekkel definidljak. Feltéte-
lezem, hogy az olvasé — nem csak egy elséévesfizika-kurzuson, hanem talan
még egyik-masik ,haladé” kurzuson is — talalkozott mar ezzel a szemlélet-
moddal, most mégis Gsszefoglalom a legfontosabb idetartozé miiveleteket és
képleteket, miel6tt tovabbmennék.

Osszeadas: Egy A és egy B vektor Osszeaddsa geometriai médon a
,paralelogrammaszabaly” alapjan torténik, ami szerint ugyanabba a pontba
kell vinni a két nyil elejét, meg kell rajzolni a teljes paralelogrammat, és az 1j
C vektort (A és B 6sszegét) a kozos kiinduloponttdl az atellenes csticspontig
kell rajzolni. Algebrailag C' komponenseit tigy kapjuk meg, hogy 6sszeadjuk
A és B megfelel6 komponenseit:

Cx = Az + Bza
Cy = A, + By, (1.2.1)
C,=A,+B..

Skalarral valé szorzas: A nyil hosszat megszorozzuk a skaldrral, ha
pedig a skaldr negativ, a nyil irdnyat megforditjuk. Algebrailag: a vektor
minden komponensét megszorozzuk a skalarral.

Két vektor skalaris szorzata: A két nyil hosszat Osszeszorozzuk, és
az egészet megszorozzuk a két nyil altal bezart szog koszinuszaval. Kompo-
nensekkel kifejezve:

A-B=A,B,+A,B,+ A.B.. (1.2.2)

Két vektor vektoridlis szorzata (,,keresztszorzat”): Ha adott két
vektor, A és B, a keresztszorzatuk egy olyan vektor, amelynek a nagysaga
a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teriilete, az egyenese A-ra és
B-re is merdleges, iranyat pedig a jobbkéz-szabaly! hatarozza meg. Kompo-
nensekkel felirva:

(Ax B), = A B, — A,B,,

(A x B), = A.B, — A,B., (1.2.3)
(Ax B), = A,B, — A,B,.

' A jobbkéz-szabély pontos definici6ja a 3. fejezetben szerepel. (A ford.)
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Differencidloperatorok mez8kon: Altaldban harom ilyen operdtort —
a gradienst, a divergencidt és a rotaciét — szokas komponensekkel definidlni,
az alabbi médon:

(grad ®), = 09 /0,
(grad @), = 0@ /0y, (1.2.4)
(grad @), = 0P /0z;

div S = 88, /0x + 8S,/dy + 0S./0z; (1.2.5)

(rot F), = OF, /0y — 0F,/0z,
(rot F')y = 0F,/0z — OF, /0, (1.2.6)
(rot F'), = 0F,/0x — OF,/0y.

Geometriai definidlasuk alig vagy egyaltalan nem fordul elé.

A fentiekkel ellentétben ebben a kényvben kifejezetten térekszem az al-
gebrai miiveletektol, ameddig csak lehet, tavol tartani magam. Nem azért,
mintha elvben barmi baj lenne veliik, hanem mert nagyon elhomalyositjak
a vektorokkal kapcsolatos Osszes fogalom alapvetOen geometriai természe-
tét, holott ezek szamunkra — az emberi intuicié sajatossagai miatt — sokkal
kénnyebben érthet6ek. S6t mi t6bb, megprébalom, legaldbbis kezdetben, az
Osszes definiciét és miiveletet nem csupan geometriailag, hanem egyenesen
topoldgiailag megfogalmazni, azaz olyan médon, ami nem igényel szamszert
tévolsag- vagy szogméréseket. Ugy is mondhatndm, hogy olyan reldcidkat
keresek, amelyek akkor is érvényben maradnak, amikor a teret eltorzitjuk.

Els6 meglepetésként, amellyel a modszerem egyiitt jar, ki fog deriilni,
hogy — szemben a ,hagyoméanyos” képpel — négy kiilonbo6z6 fajtaju vektort
kell majd elképzelniink, és ezek koziil csak az egyiket érdemes nyillal jelOlni.
Els6 latasra ez sziikségtelen bonyolitasnak tiinhet, de ra fogunk jonni, hogy
ennek koszonhetéen lényegesen jobban ki tudjuk majd hasznalni geometriai
intuiciénkat a téma megértéséhez. Erre a gondolatra az 1.7. szakaszban még
visszatérek.

Kezdjiik tehat az elején!

1.3. Mi nem vektor?

Az elemi fizikdban gyakran felbukkan az a definicié, hogy a ,,vektor” olyan
valami, ami nagysdggal és irannyal is rendelkezik. Ha ezt sz6 szerint vennénk,
akkor egy gépkocsi is idetartozna — elvégre az is rendelkezik nagysaggal és
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irdnnyal is; és bar természetesen egyetlen értelmes ember sem kovetné el ezt a
hibat, a példa ramutat, hogy a fenti definicié tartalmatlan. Mas széval a gond
nem az, hogy barki Osszetévesztene egy gépkocsit egy vektorral, hanem az,
hogy ezzel még egyaltalan nem tettiik vilagossa a vektor alaptulajdonsagait.

Egy joval csaldkabb definicié — abban az értelemben csalékabb, hogy ez
mar nem csak vice, ebben mar komoly féligazsag is rejlik — a kévetkezd: egy
vektor hdrom szdam halmaza, és ezeket a szamokat komponenseknek hivjuk.
Vagy kicsit formalisabban: egy vektor olyan szdmok halmaza, amelyek egyet-
len indexet hordoznak, és ez az index 1-t6l az adott tér dimenzioszdmdig fut.
Azért nevezem ezt ,féligazsdgnak”, mert valdban léteznek tertiletek, kiilo-
nosen amelyek a matrixalgebrat alkalmazzdk, ahol egy ilyen jelolésrendszer
kényelmesen és jogosan hasznalhat6. Ugyanakkor az igy definidlt vektor-
fogalom nem ad szadmot néhdny olyan alapvet6é tulajdonsigrol, amelyeket
rendszerint szeretiink magatél értetédoének venni.

Tekintstink példéul egy ,,vektort”, amely egy személyt probal leirni ugy,
hogy harom komponense az illet6 életkorat, magassagat és testsulyat jelenti.
Az 1.1a abra egy ilyen konstrukcién abrazolja a konyv szerzéjét (a konyv
irasdnak idején). Latunk itt harom megfelel6en feliratozott tengelyt, vala-
mint egy nyilat, ami a kész ,vektort” jelképezi. Ha azonban letoroljiik a
hérom tengelyt, és csak a nyilat hagyjuk meg, ahogy az 1.1b dbra mutatja,
a nyil teljesen értelmetlenné valik. Semmi rendkiviili nem toérténik abban az
irdnyban, amerre a nyil mutat, és a mérete sem jelent semmit.

Eletkor
(év)

68 _Testmagassag /

4 (hvelyk)
159/ ---—---—-~ =

Testsuly
(font) (a) (b)

1.1. abra. Egy ,,vektor”, amelynek csak a komponensei léteznek



