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ELOSZO

A feladatgytjtemény célja, hogy a témakor irant érdekl6d6 egyetemi hallgatok ré-
szére béséges gyakorlasi lehetdséget adjon a differencialegyenletek stabilitaselmé-
let témakorébdl. Ezen a specidlis teriileten igen kevés a magyar nyelven elérhetd
példatar. Ezek szamat igyekszik gyarapitani ez a feladatgytijtemény is. Az elsé
részben linedris rendszerekkel kapcsolatos feladatok kaptak helyet két és harom
dimenzidban. Itt stabilis, instabilis és centralis alterekre vonatkozo6 példak szere-
pelnek. A mdsodik rész részletesen foglalkozik a klasszikus linearizacios és a Lja-
punov-féle direkt moddszerrel, Hamilton-rendszerekkel, valamint nemlinearis
rendszerek globalis fazisképével. A harmadik rész periodikus megoldasok létezé-
sével, Poincaré-féle stabilitassal és indexelmélettel foglalkozik. A negyedik részben
szerepelnek a stabilis, instabilis, illetve centralis sokasagi tételekkel, valamint a
homoklinikus és heteroklinikus péalydk megadasaval kapcsolatos példak is. Az
utolso, otodik részben rendszerek kozotti topologikus ekvivalenciakrol esik szd.
Egy-két példa erejéig itt kitériink w-hatarhalmazokkal, vonzé halmazokkal kap-
csolatos feladatokra, Poincaré-leképezésre és a Floquet-elméletre is. A fejezet vé-
gén részletesen beszéliink trajektoriak végtelenben valo viselkedésérdl.

A témakorrel val6 ismerkedést konnyiti, hogy szinte kivétel nélkiil minden fel-
adatnak a teljes, részletes megoldasat is megadjuk. Sok helyen a megoldast abraval
is illusztraltuk. A kozel 280 feladat megoldasait tobb mint 100 abra segiti. A fel-
adatok konnyebb megértése végett, a kitlizésiik el6tt, lényegre tord elméleti 6sz-
szefoglalot adunk. Itt felsoroljuk a témakor alapvetd definicidit és a fontosabb al-
litasokat, bizonyitasukat, valamint az ezek kozotti osszefliggéseket. A feladatok
valtozd nehézségliek. Megtalalhatok egyszertibb alapfeladatok és gondolkod-
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tatobb problémdk egyarant. A nehezebb feladatokat *-gal jeloltiik meg. Noha
mara a differencidlegyenletek megoldasara, a megoldasok kvalitativ vizsgalatara
szamtalan kitliné programcsomag (Maple, Mathematica, Matlab stb.) all az ér-
dekl6d6k rendelkezésére, a kapott eredmények értelmezéséhez a fogalmak biztos
ismerete sziikséges. Ezért is tartja a szerz6 fontosnak és hianypoétlonak ezt a pél-
datdrat. A feladatok osszeallitasanal az Irodalomjegyzékben felsorolt konyvekre
erdsen tamaszkodtunk. Az abrak Maple és GeoGebra programcsomaggal késziil-
tek.

A szerz6 koszonetet mond a csaladjanak, akik elttrték (s6t idénként érdek-
l16dve nézték), hogy sokszor a takaritds, a f6zés, a kerti munkalatok és példaul a
mosogatas helyett kiilonféle fazisgorbékkel foglalkozhatott. Koszonet illeti a jegy-
zet lektorat, Kiss Marton egyetemi docenst, aki mindenre kiterjedd figyelemmel
igyekezett javitani az érthetéségen, és segitette kigyomlalni a konyv hibdit.

Péteri, 2019. nyar

Négel Arpad



I. RESZ

LINEARIS RENDSZEREK






I.1. Elméleti bevezeto

A tovabbiakban tekintsiik az
() =4x() (L.1)

alland¢ egyiitthatos, homogén linearis n-ed rendi differencidlegyenlet-rendszert.
Jelolje az A matrix sajatértékeit multiplicitdssal A4, A,,..., 4, és jelolje s,
S2,..., Sy azt a bazist az n-dimenziés euklideszi térben, amely a matrix Jordan-
normélformajat adja. Ismeretes, hogy ha a sajatértékek valdsak és kiilonbozéek,
akkor ezek éppen a megfelel§ sajatvektorok. Ha vannak komplex konjugalt sajat-
értékparok is, akkor az ezeknek megfelel komplex sajatvektor valds és képzetes
része lesz a megfelel$ bazisban. Tobbszoros sajatértékek esetén, ha a sajataltér di-
menzidja kisebb, mint a sajatérték multiplicitasa, akkor az altalanositott sajatvek-
torok kertilnek a bazisba. Ezen bazis segitségével lehet definialni az (1.1.) rendszer
stabilis, instabilis és centralis alterét.

1.1. definicié: Legyen {§1, So, e §n}C]R” az A matrix val6s Jordan-normélalak-
jat meghatarozo egy bazis. Jelolje A, azt a sajatértéket, amelyhez az sj, bazis-
vektor tartozik. Ez esetben az

Es(A): = ({sx:Re A < O}),

E,(A):= ({gk Re 1; > 0}),

E.(4): = ({s;: Re &, = 0})
altereket az (1.1.) rendszer stabilis, instabilis, illetve centralis alterének nevez-
zuk.
(Itt a () a megfelel vektorok altal kifeszitett alteret jel6li.)
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1.2. megjegyzés: Ismeretes, hogy
a) a fenti alterek invariansak A-ra, azaz A(E;) c E; (i = s,u, ¢), és a direkt 6sz-

szegiik az egész R™ tér,

b)az E;(A), E, (4), ill. az E.(A) alterek invaridnsak az (1.1.) rendszerre, azaz
ha t = x(t) az (1.1.) megoldasa és x(0) € E;(4), E,(4), ill. E.(4), akkor
x(t) € Es(A), E, (4),ill. E.(A) minden t € R-re,

¢) minden xy € Eg(4) (E,(4)) esetén et x; - 0,hat - 400 (t > —00), sét
a konvergencia exponencidlis sebességti, azaz x, € E5(4) esetén van olyan
K,a > 0, hogy |e4t xy| < Ke %|x,|, ha t = 0. (xo € E,(4) esetén van
olyan L, 8 > 0,hogy |e4fx,| < LePt|xo|,hat <0.).

Ha A specidlisan 2X2-es matrix, azaz a (1.1.) specidlisan kétdimenzi6s rendszer,
akkor az invarians alterekkel vald jellemzés tovabb finomithato.

1.3. definicié: Legyenek az A 2X2-es matrix sajatértékei A, és 4,..

Azt mondjuk, hogy az x(t) = A x(t) rendszer egyensulyi helyzete

- stabilis csomo, ha 4; <0, 4, <0,

- instabilis csom6, ha 4; >0, 4, > 0,

- elfajult stabilis csomo, ha 4; = 4, < 0,és a hozza tartozo sajataltér egydi-
menzios,

- elfajult instabilis csomd, ha 4; = 1, > 0,és a hozzdjuk tartozé sajataltér
egydimenzios,

- nyereg,ha 4; <0< 1y,

- stabilis fokusz, ha 4;, 1, nem valésak, és Re 1; < 0, Re 4, < 0,

- instabilis fokusz, ha 4;, 4, nem valésak, és Re A; > 0, Re 4, > 0,

- centrum v. drvénypont, ha Re A; = Re 1, = 0, azaz A, és A, tiszta kép-
zetesek.

Ha az A matrix determindnsa 0, akkor az origé nem izolalt egyensulyi helyzet.
Ezen négy elfajult eset a kovetkezo:
1. 44 =0, 4, > 0, akkor végtelen sok instabilis egyensulyi pont,
2. 41 =0, 4; <0, akkor végtelen sok stabilis, de nem aszimptotikusan stabi-
lis egyensulyi pont,
3. A1 =4, = 0, és ahozza tartozo sajataltér kétdimenzids, akkor minden pont
egyensulyi pont,
4. A4 =1, = 0, és a hozza tartozd sajataltér egydimenzids, akkor végtelen sok
instabilis egyensulyi pont van.
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