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Eloszo

Rég letiintek azok az idok, amikor a matematikusok olyan médszerek és tech-
nikak kifejlesztésével foglalkoztak, amelyek segitségével kezdetiérték-felada-
tok megoldasait kivantak kozelitoleg vagy teljesen pontosan meghatarozni.
Hossza id6 utan kideriilt, hogy csak igen csekély esetben lehet a megol-
dést ,zart alakban” megadni, tovibbad a szamitastechnika idékézben be-
kovetkezett rohamos fejlédése lehetévé tette bizonyos megoldasok kozelitd
meghatarozasat. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a szdmitdsok mogotti el-
méleti hattér megismerése haszontalan id6toltés volna, mar csak azért sem,
mert sok esetben a gépesitett szdmitdsok nem tiikrézik hiien a megoldé-
sok globdlis viselkedését. A természet- és miiszaki tudoméanyokban, sét a
kozgazdasdgtudomanyban is egyre gyakrabban foglalkoznak diszkrét ideji
modellek kvalitativ tulajdonsidgainak vizsgalataval: a modellezend? jelenség
kapcsan differenciaegyenletet, illetve diszkrét dinamikai rendszereket vizs-
galnak. Ezutén rendszerint egy hatdratmenet segitségével a diszkrét modellt
differencialegyenletté alakitjak. Ennek a — kiillénosképpen a fizikaban, illet-
ve a tarsdalomtudomanyokban kedvelt — eljardsnak megvan az az elénye,
hogy a differencidlegyenletek, illetve a differencidlhaté dinamikai rendszerek
hatalmas eszkoztarat hasznalja. A hatranya viszont az, hogy a numerikus
kiértékelés kapcsan a folytonos modell helyett ismét annak diszkrét valtoza-
tat kell vizsgélni, ami kiilonosen a nemlinearis jelenségek tekintetében tijabb
feladatok megoldéasaval jar. Ezen okbdl kifolydlag egyre inkabb erésodik az
a tendencia, miszerint a felallitott diszkrét modellt kézvetlenil a differencia-
egyenletek, illetve a diszkrét dinamikai rendszerek eszkoztaraval vizsgaljuk.
Ez a mdédszer azonban csak akkor kifizet6d6, ha a differenciaegyenletek, illet-
ve a diszkrét dinamikai rendszerek eszkoztara elegendéen jol van fejlesztve.

Konyviink egyrészt azokon az eléadasokon alapul, amelyeket a Budapesti
Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem Gazdasag- és Tarsadalomtudoma-
nyi Karan tartottunk éveken at a Dinamikus modellek a kozgazdasidgtanban
elnevezésii targy keretében kozgazdasigi elemzdé mesterszakos hallgatoknak,
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10 El6sz6

masrészt pedig a mérnok-doktorandusz képzésben részt vevé hallgatéknak
tartott kurzusokon.

A konyv felépitése dnmagaban olvashato-tanulhatéd egészet alkot, amely
els6sorban programtervezé informatikus és alkalmazott matematikus hallga-
téknak késziilt, de haszonnal forgathatjak fizikus-, kézgazdasz-, illetve mér-
nokhallgatok is, akik megalapozott ,,elméleti” tudas birtokdban szeretnének
a gyakorlatban felmerilé problémak megoldasahoz segitséget kapni. Célunk,
hogy a hallgatok képesek legyenek az el6addsokon megszerzett ismereteiket
a gyakorlatban alkalmazni és az ebben a témaban fellelhet6 szakirodalmat
megérteni.

Feltételezziik a bevezetd matematikai kurzusok anyaganak ismeretét, de
azokra nem minden esetben épitiink. Bizonyos — sziikségesnek vélt — ismere-
teket a Fiiggelékben dolgoztunk fel (ezek el6zetes tanulményozasat az egyes
fejezetekben vald elmélyiilés elétt kifejezetten ajanljuk), amelyekre aztan hi-
vatkozas is torténik, bizonyos alapveté ismeretek tekintetében pedig az iro-
dalomjegyzékben 1év6 kitling szakkonyvekre, illetve monografidkra utalunk
(szogletes zardjelbe tett szamokkal).

Koszonetiinket fejezziik ki Gyorgy Szilvianak a kézirat igen alapos és
gondos lektoraldsaért, tovabba értékes megjegyzéseiért.

Budapest, 2020. nyar

Kovdcs Sandor



Jelolések

d.e.

d.e.r.
k.é.f.
p.é.f.

definialé egyenlGség

definidlé ekvivalencia

az egész szamok halmaza

=71 :={x €Z: x>0}, a pozitiv egész szdmok halmaza
:= NU {0}, a természetes szamok halmaza

a valés szamok halmaza

a komplex szamok halmaza

az R és C kozil valamelyik

az f fiiggvény értelmezési tartomanya

az f figgvény értékkészlete

az f fiiggvény x € Dy helyen felvett értéke

az A halmazt a B halmazba képezé fiiggvény (D = A)
azoknak az f fliggvényeknek a halmaza, amelyekre
D r C A, Rf CcB

az f fiiggvénynek a H halmazra valé lesziikitése

a H halmaz f fiiggvény szerinti képe

a H halmaz f fliggvény szerinti 6sképe

az f leképezés fixpontjainak halmaza

az f leképezés p-periodikus pontjainak halmaza

az A halmazt a B halmazba képezé,

folytonos fiiggvények halmaza

az A halmazt a B halmazba képezd, r-szer
folytonosan differencidlhaté fiiggvények halmaza (r € N)
az A halmazt a B halmazba képezé,

derivalhaté fiiggvények halmaza
differenciaegyenlet

differenciaegyenlet-rendszer

kezdetiérték-feladat

peremérték-feladat

megjegyzés, ill. tétel vége

példa, ill. definicié vége

atmutatés, bizonyitas vége
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1. fejezet

Diszkrét kalkulus

Ebben a fejezetben a diszkrét operatorkalkulus alapvet6 fogalmait, ill. allita-
sait targyaljuk. A differenciaegyenletek elméletében felmeriilé elénye mellett
ezek az ismeretek nagy haszonnal birnak a kombinatorikdban és a kompu-
tergrafikaban.

A tovabbiakban a K szimbdélum vagy a valdés szamok R halmazét, vagy
pedig a komplex szamok C halmazat jeloli: K € {R,C}. A természetes sza-
mok halmazéra az Ny szimbolumot hasznaljuk, a pozitiv természetes szamok
halmazat pedig N jeloli. Az alabbiakban sziikség lesz a valés szamhalmaz
specidlis részhalmazainak diszkrét megfeleldire.

1.0.1. definicié. Adott a,b € Ny esetén legyen
Ng:={neNy: a<n}, ill. Nl :={neN:a<n<b}.

Azt mondjuk, hogy

1. az1 C R halmaz diszkrét intervallum, ha

I=N, vagy 1= NZ;

I' C R, il. az 1M CcR

halmaz csonkitott (diszkrét) intervallum, ha valamely 1 diszkrét
intervallum esetén

. {mel: m+1€l} (I=Nb),
R (I=No);

13



14 1. DISZKRET KALKULUS

ill.
®) {mel: m+1,....m+kel} (I=Nb),
I =
I (I=N,).

Az utobbi esetben k-szorosan csonkitott intervallumrdl beszéliink,
ahol k €N, és az1 =N esetben a

k+1<b—a
feltevéssel éliink. ¢
1.0.1. példa. Az a:=2, b:=7 esetben

1. a{2,3,4,...} halmazt
Ny ={neNy: 2<n}
jeloli;
2. ha
= [2,7]N Ny = N3,
akkor
I'=[261NNy, ill. I®=[24NNy. ¢

Ismeretes, hogy az S := KNo sorozatok lineéris teret alkotnak az
(U4 V) = up + v, (au), :=au, (u,v eS8, aekK, neNy)

miiveletekre nézve, sot S-en még a szorzas, illetve bizonyos megszoritassal
osztés is értelmezhetd:

(U-v)p = Up - Uy (u,v € S, neNy),
ill.
(u) = o (u,v € S, v, # 0, n € Np).
V)p  Un
Olykor sziikségiink lesz sorozatok kozott egy ritkabban haszndlt, de a gya-
korlati alkalmazasok soran igen fontos miiveletre.

1.0.2. definicié. Az u € KNo és v € KNo sorozat konvolicidjit az
(u*v) Zukvnk—Zun KUk (n € Np)

egyenldoséggel ertelmezzuk. <>

Vildgos, hogy ha v, := 1, akkor barmely v € KNo sorozatra

(uxv)y, Zuk (n € Np).
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1.0.2. példa. Az

Up = Vp : =N (ne NO)

ez s

350. old.)

(u*v)nzz n—=k —TLZ/{Z Zk‘2:
k=0 k=0 =0
n(n+1) n(n+1)(2n+1) _ (n=Dn(n+1)
2 6 B 6

teljestil. ¢

Koénnyen ellendrizhetok a konvoliciénak az aldbbiakban megfogalmazott
tulajdonséagai.

1.0.1. allitas. Bdrmely u,v,w € KN sorozatra

1. uxv=wvxu (kommutativitds);
2. (uxv)*xw=ux(v*w) (asszociativitds);
3. (u+v)*xw=uxw+v*w (disztributivitds);
4. ux0 =0, ahol
0,:=0 (neNp). O

1.1. A differencia-, az eltolas- és az identitasoperator

Az S fliggvénytér kapcsan négy fontos operatort értelmeziink.

1.1.1. definicié. Az I, E, A, V : § — § operdtorokat rendre identi-
tdsnak, eltoldsnak, (elérefelé vett) differencidnak, ill. visszafelé vett
differencidnak nevezzik, ha tetszdleges u € S sorozatra

Tu)y, = uy (n € No);

(

— (Bu)p = upt+1 (n € Ny);
(Au)n = ( w)n — (Tu)n = U1 — up (0 € No);
(Vu)p = up — up—1 (n € N)

teljestil. ¢



16 1. DISZKRET KALKULUS

A jelblések bonyolitasat elkeriilendd, olykor eléfordulnak az
Euy, = (Eu)y, Auy, = (Au)y, Vuy, := (Vu),

jelolések is, s6t, ha az u € S sorozat valamely elcstsztatottja esetében a fenti
operatorokat alkalmazni akarjuk, akkor sok esetben a

Up = Untk, ill. Wk 1= Uptk
sorozatok differencidjanak jelolésére a
Aptpik = (Av)y, ill. Agtpik = (Aw)g

szimbolumokat hasznaljuk.

1.1.1. példa. Ha valamely m € N, ill. n € Ny esetén
U =N, ill. vp = n'",
akkor
(AU = Apn™ = Uyt — Uy = 0™ — 0™ =" (n — 1),
ill.

m
(Av)y = Apn™ = vy —vp = (n+1)" —n™ = Z <m>nk —n" =

k=0
m—1 m A
=5 (i) o

1.1.1. feladat. Legyen a,b € R, b > 0. Szamitsuk ki az aldbbi u sorozatok

esetében a Au differencidt!
.Uy = (=1)" (n € Np);
. up i=n(=1)" (n €Ny

1

2 )
3. uy, = cos(an) (n € Np);
4 )
)

)

. Uy :=sin(an) (n € Ny);

. Up :=In(bn) (n €N).
UTMUTATAS

1. Tetszbleges n € Ny esetén
(Au)y = (1) — (=1)" = 2(=1)"*.

2. Ha n € Ny, akkor
(Au), = (n+1)(=1D)" —n(-=1)" = —(2n + 1)(—=1)™.
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3. Barmely n € Ny indexre
(Au),, = cos(a(n + 1)) — cos(an) =

. an +a—an . an +a-+an
= —2sin <2> Sin () =

(el ()

4. Minden n € Ny esetén
(Au),, = sin(a(n + 1)) — sin(an)

. (an—i—a—an) (an+a+an)
= 2sin =

_ 2Sm(;) (a. (n+2))_

5. Ha n € N, akkor
(Au)p, =In(b(n + 1)) —In(bn) = 1n (M) =In (1 + 1) .

bn n
A differenciaoperator és az eltoldsoperator a kovetkezdképpen altalano-
sithat6. Adott f: R — R fiiggvény és 0 < h € R esetén legyen

@) o= T2 g oy = f ) (e N,
Vildgos, hogy A1 = A, ill. E1 = E, tovabbé differencidlhatd f esetén
lim (A f)(n) = f(n), AL T (B f)(n) = ()

Igy pl. ha

akkor
‘ N (O ) e (A B N 7 S
e e R = T2 P2 U L
1 (m " (m
= lim — Z < )nm_khk = lim ( )nm_khk_l =
h—0 h = k h—0 = k
_ m m—1 . = m—kipk—1
—<1>" +%5%Z<k>" =
k=2
— <T>nm 1 mnmfl — f/(n)

Az aldbbiakban az imént értelmezett operatorok linearitasat fogjuk meg-
vizsgalni.





