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Eloszo az elso kiadashoz

Kutat6i palyam kezdetén, 1973-ban kezdtem foglalkozni dinamikus kozgazdasagi
modellekkel (ahol a rendszer dllapota a kordbbi dllapot fiiggvényében valtozik),
és kisebb-nagyobb kitérékkel azéta is ezen a teriileten dolgozom. Két évtized alatt
legalabb hdrom dinamikai témakdrt tanulményoztam: (i) 1973 és 1981 kozott az
drjelzés nélkiili szabdlyozds témakorét vizsgaltam, (ii) majd 1982 és 1991 kozott
a szocialista gazdasdg novekedési problémadit és ciklusait elemeztem. (iii) Jelen-
leg az egyiitt él6 nemzedékek és korosztdlyok elméletét kutatom, ahol tovébbra is
dinamikus (vagy azzal hatdros) kérdésekkel foglalkozom.

Amidta 1988 koriil megkezdtem a Budapesti (akkor még Marx Karoly) Koz-
gazdasdgtudoményi Egyetemen dinamikus kozgazdasigtani eléaddsaimat, szo-
mordan tapasztalom, hogy egyetemi tanulmdnyaik alatt a hallgaték milyen ke-
veset hallanak a dinamikus kézgazdasdgtanban sziikséges matematikai médsze-
rekrSl: differencidl- és kiilonosen a kozgazdasidgtanban az el6bbinél fontosabb
differenciaecgyenletekrdl, nem is beszélve a dinamikus optimumszamitdsrdl. Fo-
kozatosan megérlel6dott bennem az igény: j6 lenne megismertetni az érdekl6dé
didkokat azokkal az alapvetd matematikai médszerekkel, amelyekre a dinamikus
kozgazdasagtanban sziikség van. Vagy kiforditva a gondolatot: bemutatni azokat a
dinamikus kdzgazdasigi modelleket, ahol a legfontosabb matematikai médszerek
sikerrel alkalmazhatok.

1993-ban a Rajk Laszl6 Szakkollégium elfogadta palyazatomat, és Soros
Gyorgy anyagi timogatdsaval 6rommel vdgtam a feladatnak: nekil4ttam egy jegy-
zet megirdsanak, amelynek javitott (de tavolrdl sem végleges) valtozatait 1993—
1997-ben a BKE doktori program I. és II. évfolyama, illetve 1996-ban a BKE
otodéves hallgatéinak adtam eld.

Az izelit6 készitésénél szabadon kolcsondztem magamtdl €s mas szerzoktdl —
természetesen a forrdsok feltiintetésével és az anyagok atszabdsdval. A matema-
tikai és kozgazdasagi fejezetek kovetkezetes valtogatasaval Chiang (1984) beve-
zet$ jellegli (azéta tobb kiadast megért) konyvét, valamint Stokey—Lucas (1989)
,hagyon haladé” szintli konyvét kvettem, azonban igyekeztem kézépszinten ma-
radni. Egyrészt be akartam mutatni a nagyon hatékony mddszereket némi élta-
lanossdgban. Mdsrészt lemondtam a funkciondlanalizis, a mértékelmélet és mas
magasabb matematikai elméletek és kozgazdasdgi alkalmazdsaik bemutatdsarol.
Csak az olvas6 dontheti el, hogy mennyire sikeriilt e kisérlet.

Munkahelyemen és vendégkutatéi posztjaimon szdmos kolléga volt hatdssal
ram. Els6ként Kornai Janost emlitem meg, aki a szabilyozdselmélet és a szo-
cialista makrodinamika témakorébe vezetett be. Huszéves egyiittmiikodésiinkrol
szamos — részben a konyvben is targyalt — kdzos cikk tandskodik. Cars Hommes



vi El6sz6 az elsé kiaddashoz

és Helena Nusse a szocialista gazdasag kaotikus modelljének kdzos kutatdsa koz-
ben szinte bevezettek a nemlinedris dinamika modern fejezetébe. Molndr Gyorgy
az egyiitt €16 korosztadlyok modellezésében volt tarsszerz6m.

Sokat koszonhetek Brody Andrasnak, Kapitany Zsuzsanak, Michael Lovell-
nek és Martos Béldnak az drjelzés nélkiili szabdlyozas, Bagdy Gabornak, Bauer
Tamasnak, John Burkettnek, Chikdn Attilinak, Halpern Laszlénak, Lacké Ma-
ridnak, Molnar Gyorgynek és Sods Kdroly Attildnak a szocialista ciklusok, végiil
Augusztinovics Mdrianak, Johann Brunnernek és Eduardo Siandranak az egyiitt
€16 korosztalyok kutatdsandl nyujtott segitségért.

Az optimalizal4dson alapulé dinamikus modellekre Ambrus-Lakatos Loradnd,
Kertesi Gabor és Leonard Mirman hivta fol a figyelmem. Kdszonetemet fejezem
ki Balla Katalinnak, Darvas Zsoltnak, Es6 Péternek, Kocsis Viktéridnak, Magyar-
kiti Gyuldnak, Romhdnyi Baldzsnak, Szab6é Imrének, Tallos Péternek és Vincze
Janosnak a kézirat kordbbi véltozatainak gondos atnézéséért, Zalai Ernének és
Michael Landesmannak timogatasukért, €s szamos tovabbi hallgatémnak a hibak
gyomlaldsaért. Természetesen az emlitett személyek a konyv tartalmaért és a ben-
ne maradé hibdkért sesmmiképpen sem felelsek. Utoljara, de nem utolsésorban itt
kdszonom meg Simonovits Miklésnak, hogy sajét készitésii programjaival lehet6-
vé tette, hogy csuf Word 5.0 dokumentumomat elegans TgX-anyagga formaljam.

Itt fejezem ki hildmat a kutatds anyagi és erkolcsi eldsegitéséért munkahe-
lyemnek (az MTA Kozgazdasidgtudomdanyi Intézetének), az OTKAnak (T 6919
és 019696), a Miivel6dési és Kulturalis Minisztérium MKM 242/1996-97 sz. ta-
mogatdsdnak, valamint a kdvetkez6 intézményeknek: a belga CORE, Louvain-la-
Neuve; az olasz Modenai Egyetem; az amerikai University of Illinois at Urbana-
Champaign és Wesleyan University, CT; a holland Groningeni Egyetem és a Til-
burgi Egyetem (CentER), végiil az osztrak Linzi Egyetem.

Koszonettel tartozom a Kozgazdasdgi és Jogi Konyvkiadd kollektivdjanak,
hogy mindent megtett a konyv sikeres megjelentetéséért.

Orommel veszek minden konstruktiv megjegyzést a kovetkezd e-mail-cimen:
simonov @econ.core.hu

Budapest, 1998. majus
A szerz6



Elosz6 a masodik kiadashoz

A 23 évvel kordbban minimélis példdnyszdmban kiadott konyvem hamar elfo-
gyott, de eddig meg sem prébalkoztam egy masodik kiaddssal. Az6ta megjelent
néhany hasonld targyd magyar nyelvii konyv (példaul Hatvani—Krisztin—-Makay,
2001; Kannai—-Szabo6-Tallos, 2013; Kovacs, 2021; valamint Téth—Simon, 2020),
€s szamos angol nyelvii konyv (példaul Ljungqvist—Sargent, 2000 és Hommes,
2013), de eltérd témavdalasztasuk és targyaldasmodjuk miatt remélhetSleg nem tet-
ték feleslegessé konyvemet. Péld4ul a mar eltemetett szocialista beruhazasi ciklu-
sok modellje mintha djra életre kelne hazdnkban.

Az MTA Konyvtamogatasi programja lehet6vé tette, hogy megjelenjen egy
madsodik kiadds, amelynek gépiratit Szab6 Judit és Radcz Andrds gondosan javi-
totta. Lényegében megtartottam a klasszikusnak gondolt 1. és II. részt. Részben
4j a III. rész, ahol a kordbbi B. és C. fiiggeléket most 11. és 12. fejezetként sze-
repeltetem (egyiitt €16 nemzedékek és korosztdlyok), s hdrom Uj fejezetet tettem
hozzajuk: 13-15. fejezet, amelyek a szokasostdl eltérd, de érdekes kozgazdasa-
gi kérdésekkel foglalkoznak. Kiilon koszonet illeti Es6 Pétert (és T6th Janost)
az optimalis jaradékfiiggvény tervezése (13. fejezet), Somogyi Rébertet a szeg-
regicids dinamika (15.1. alfejezet), valamint Kirdly Baldzst az 6nkéntes nyug-
dijmegtakaritds dgensalapti modelljének (15.2. alfejezet) tarsszerzéként nyujtott
segitségért. (Itt mondok kdszonetet Vincze Jdnosnak, hogy megtanitott az dgens-
alapu modellezésre.) Az egykori linedris algebrai fiiggelék mellé beillesztettem
egy szélsdérték-szamitasi részt is, amelyet egykor Kertesi Gabor hatdsara frtam.

A legtobb helyen megtartottam az eredeti szoveget, alaposabban csupdn a 2.3.,
a4.3.,a7.1., a8.2. alfejezetet és a 12. fejezetet (régi C. fliggeléket) egyszer(isi-
tettem, az eredeti 4.5., a 8.3. és a 10.3. alfejezetet hagytam el — f6leg didaktikai
okokbdl. Ezenkiviil igyekeztem az elirdsokat kikiiszobolni.

Koszonetet mondok a CEU Ko6zgazdasdgi Tanszékének és a BME Matema-
tikai Intézetének, hogy 2000 és 2018 kozott lehetdvé tették e targy oktatasat; a
Budapesti Corvinus Egyetemnek, hogy két évtizedes sziinet utdn 2021-ben uj-
ra elindithattam e targyat, valamint mindharom egyetem hallgatéinak, akik meg-
jegyzéseikkel a jegyzet javitdsahoz hozzdjdrultak. Osszegezve: azoknak érdemes
tanulmédnyozni a konyvet, akiket mélyebben érdekelnek a dinamikus kozgazda-
sdgtan elméleti kérdései, és kivancsiak a f6aramon kiviili modellekre is.

A nemrég megjelent Kozgazdasdgi modellek (nem csak kozépiskoldsoknak) c.
konyvem tobb fejezete elemibb szinten tirgyal egyes dinamikus kérdéseket.

Budapest, 2022. augusztus
A szerz6
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Bevezetés

Ebben a konyvben viszonylag egyszer(i dinamikus kézgazdasdgi modelleket mu-
tatok be, az egyes modellek tanulmanyozasa el6tt azonban ismertetem a sziiksé-
ges matematikai modszereket. Az 1. és a II. részben egymadst kovetd matematikai
és kozgazdasagi fejezetek parokat alkotnak: minden matematikai (paratlan sor-
szdmu) fejezet elokésziti a kovetkez6 (pdros sorszdmu) fejezet(ek)ben szerepld
kozgazdasagi modellek targyaldsiat. Mind a matematikai, mind a kdzgazdasigi
fejezetek egymadsra épiilnek. Ez a felépités megdvja az olvasét attdl, hogy a koz-
gazdasagi modellek tanulmanyozasa kozben kelljen megismerkednie j matema-
tikai fogalmakkal és tételekkel. Ugyanakkor az olvasénak a kdzgazdasagi részek
olvasdsa el6tt biznia kell abban, hogy a bemutatott matematikai eszkdzokre sziik-
sége lesz. A III. részben (Kiegészitések) viszont ot kozgazdasagi fejezet és egy
matematikai fiiggelék szerepel. A konyvben nem torekszem teljességre, inkdbb
izelit6t adok az altalam alapvetének tartott dinamikus kérdésekrdl. Ugyanakkor
igyekszem megjelolni az eredeti forrdsokat. A konyv tartalmdrdl a tartalomjegy-
7€k eligazit, ebben a bevezetd fejezetben inkdbb a legfontosabb sajatossagokra
prébaltam Osszpontositani. A Bevezetésben csak verbdlis dsszefoglaldst adok, a
szabatos kidolgozast késébbre halasztom.

Kérdéskorok

A Bevezetésben el6szor attekintjiik a legfontosabb kérdéskoroket: statika vagy
dinamika, diszkrét vagy folytonos id6, optimalizdljunk vagy sem, szabdlyozis-
elméleti keret, stabilitds és miikod6képesség, linearitds vagy nemlinearitds, de-
terminisztikus vagy sztochasztikus modellek, varakozdsok, véges vagy végtelen
életli fogyasztd, Osszevont vagy részletezett modellek, elegancia vagy relevancia,
kritikai szemlélet.

Statika vagy dinamika

A hagyomanyos matematikai k6zgazdasagtan bevallottan statikus: kiillonboz6 id6-
pontokra vagy iddszakokra vonatkoz6 valtozdk nem szerepelnek benne. Péld4ul
az 4ltalanos egyenstilyelmélet alapmodelljében (Arrow—Debreu, 1954) a kereslet,
a kindlat és az arvektor egy kozos id6pontra vonatkozik. Vannak olyan kvdzidi-
namikus modellek, amelyekben kiilonb6zé id6pontokra vagy idészakokra vonat-
kozé véltozok szerepelnek, de vagy csak trividlisan vannak, vagy egyéltaldn nin-
csenek oOsszekapcsolva (példaul a Neumann-modell egyensilyi volumen- és ar-
palydja; Neumann, 1938). A valdsdgos gazdasdg azonban dinamikus: kiillonboz6
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2 Bevezetés

id6pontokra vagy id6szakokra vonatkozé véltozok kapcsolatban dllnak egymaéssal
(Frisch, 1933). Ebben a konyvben dinamikus kérdéseket vizsgdlunk.

Diszkrét vagy folytonos ido

Mind a matematikat, mind a kozgazdasigtant végigkiséri a diszkrét és folytonos
idofelfogas kett6ssége. (Ebben a konyvben az allapottér folytonos; diszkrét alla-
pottérrel csak ritkdn, példaul a Markov-lancokndl taldlkozunk.) A koznapi és a
fizikai id6felfogds a folytonosnak kedvez, a mérs- és szdmitéeszkozok a diszk-
rétnek. Az id6beli folyamatok matematikai elméletei dltaldban folytonos id6vel
dolgoznak. Alapeszkoziik a (kozonséges) differencidlegyenlet; amelyben az id6
a fliggetlen véltozo, s a fiiggd valtozok és id6 szerinti derivaltjaik egy egyenlet-
rendszerben szerepelnek. Példdul a matematikai inga egyenletében a gyorsulds (a
helyzet masodik derivaltja) kozelit6leg a kitérés ellentettjével ardnyos. A nume-
rikus analizis viszont sziikségszertien diszkrét idével (Iépésszammal) dolgozik, s
differenciaegyenletekre tdmaszkodik: itt is az idd a fliggetlen valtozd, s a fiiggd
valtozok €s id6 szerinti kiillonbségi hanyadosaik vagy késleltetett értékeik szere-
pelnek egy egyenlet(rendszer)ben. Példdul éves kamatozds esetén a tke és no-
vekménye (a kamat) kozott az éves kamatldb teremt kapcsolatot. Erdekes médon
a differenciaegyenletek elmélete kaleidoszkdpszeriibb (kaotikusabb), mint a dif-
ferencidlegyenleteké (lasd kés6bb). Kezd6 szamara viszont jobban hozzaférheto,
hiszen a differencidlegyenletekkel ellentétben, a differenciaegyenletek megoldé-
sdnak 1étezése és egyértelmiisége magatol értet6dd.

Az els6 dinamikus kdzgazdasagi modellekben egyarant follelhetd a diszkrét
és folytonos idejli megkozelités (példaul Samuelson, 1939a és 1941). S6t, az tizleti
ciklusok elsé modelljei a két megkozelitést egyesitve, kevert (diszkrét és folytonos
idejii) egyenleteket alkalmaztak (Frisch, 1933).

Az6ta mar mindkét megkozelitésnek kiterjedt irodalma van. Ennek megfe-
lel6en a konyv is mindkét megkozelitést tartalmazza. Célszer(itlen lenne azonban
teljes mértékben kifejteni e parhuzamot, ezért a kozgazdasagi tartalomtol fiiggden
hol ezt, hol azt a médszert mutatjuk be. (Ha azonban vélasztani kellene a két méd-
szer kozott, akkor a kozgazdasidgtanban a diszkrét mddszert vdlasztandm, mert a
legfontosabb kozgazdasagi folyamatokra jobb kozelitést nyujt, mint a folytonos.)

Optimalizalas nélkiil vagy optimalizalassal

A dinamikus kdzgazdasiagtani modellek sokdig nem tdmaszkodtak optimalizalds-
ra. Az elso korszerd dinamikus optimalizalasi modellek 1960 koriil jelentek meg
(Tinbergen, 1960), és sokdig békésen egyiitt éltek optimalizalas nélkiili tarsaikkal.



Bevezetés 3

Az optimalizalas nélkiili modellek 1980 6ta egyre népszeriitlenebbekké valtak,
mert a dontéshozdk viselkedését nem ,,raciondlis dontésként” magyardzzak.

Szadmos ,,mérsékelten modern” konyv (példdul Blanchard-Fischer, 1989,
28. 0.) kiegyensilyozott allaspontot foglal el az optimalizalas kérdésében. ,,Neo-
klasszikus irdnyultsdgunk nem jelenti azt, hogy csak azokat a makromodelleket te-
kintenénk érvényesnek, amelyek maximalizaldson alapulnak. .. Azt hissziik, hogy
ha egy alapelveken (optimalizdldson) alapulé modellre varndnk, miel6tt hajlandok
lennénk a foly6 eseményeket elemezni és gazdasagpolitikai tandcsokat adni, ve-
szélyes utdpidt kovetnénk, amely a vald vildgot a sarlatdnokra hagyja azok helyett,
akik felismerik mindenkori tuddsunk bizonytalansagait.”

Az ,igazdn modern” konyvek viszont egyszerlien kizdrjdk a kozgazdasig-
tan birodalmabdl az optimalizdlds nélkiili modelleket. Jellemzd példaul Azariadis
(1993, 4. 0.) értékelése Solow novekedési modelljérdl, ahol Solow a megtakarita-
si hdnyadot (a tapasztalattal 6sszhangban) id6ben 4llandénak feltételezte: ,,Solow
egy ad hoc feltevéssel €lt, s kevés ilyen stlyos biin 1étezhet egy magara ad6 koz-
gazdész szdmdra.”

Jémagam kozelebb allok a ,,mérsékelten modern”, mint az ,,igazan modern”
irdnyzathoz, de még a mérsékelt irdnyzatndl is joval kisebb jelentdséget tulajdo-
nitok az optimalizdldsdnak. Szamomra k6zombos, hogy a szerepl6k magatartési
egyenletei az életbdl vannak ellesve, vagy pedig fennkolt célfiiggvények és kolt-
ségvetési feltételek ndszanak gyiimolcsei. ,,Védelmiil” harom dolgot hozok fel:

a) A fent emlitett Gttor6k irdnti tisztelet.

b) A legtobb dinamikus optimalizédldsi modellben csupdn egy dontéshozd van,
marpedig jol ismert, hogy ez milyen félrevezetd feltevés (Kirman, 1992). Egyéb-
ként az optimalizalési feltevés mindenhatésdgat birdlé érvek még mindig rele-
vansak (Kornai, 1971; Nelson—Winter, 1982; Anderson—Arrow—Pines, 1988). SGt,
Hildenbrand (1983) hat4sosan érvel, hogy az egyénileg nem optimaliz4l6 szerep-
16k megfeleld eloszldsa esetén a tarsadalmi viselkedés lehet optimalis.

¢) Az optimalizalds nélkiili modelleket egyszer{ibb elmagyardzni, mint opti-
maliz4cids tarsaikat.

Ennek megfeleléen a konyv torzsanyaga két részre oszlik: az 1. részben nincs,
a II. részben van dinamikus optimalizalds. Péld4ul a szocialista gazdasag ciklusait
(2.3. és 4.3. alfejezet) nehéz volna egyetlen dontéshozé optimalis dontéseként le-
irni. Ugyanakkor egy személy vagy egy tarsadalom fogyasztasi palydnak idSbeli
optimalizalasa (10. fejezet) értékes hozzajarulas lehet az életciklus megértéséhez.
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Szabalyozaselméleti keret

A konyv gyakran alkalmazza a matematikai szabalyozaselmélet (mds széval iré-
nyitaselmélet) kereteit. Szabdlyozdsi rendszerrdl beszéliink, ha a rendszert dlla-
pot- és szabdlyozdsi vektorral jellemezziik, s feltessziik, hogy az allapotvektor az
dllapotegyenlet-rendszeren keresztiil fiigg a kordbbi allapotvektortdl és a szabé-
lyozési vektortdl. Taldn a leggyakoribb szabdlyozasi mechanizmus a visszacsato-
lds, amikor a szabdlyozasi vektor a pillanatnyi dllapotvektortdl fiigg.

Maisok mellett Kornai-Martos (1981) meggy6z6en érvel e megkozelités eld-
nyei mellett. Szemléltetésiil is az altaluk szerkesztett konyvbdl valasztunk egy
jellemzd példat: egy termék készletvaltozasa egyenld a termelés és az eladas (els-
jeles) kiilonbségével; a legegyszer(ibb készletjelzéses szabalyozdsndl a termelés
csokkend fiiggvénye a készletnek (Chikdn—Fabri—Nagy, 1978). A kozgazdasagi
alkalmazdsok jelentds részében nagy hangsilyt kap a szabdlyozas decentralizdlt
jellege. E16bbi példankat dltalanositva: ha egy egész gazdasag miikodik készletjel-
zésekkel, akkor az egyes vallalat adott termékének készletvaltozdsdban az 6sszes
tobbi vallalat altal t6le beszerzett termékosszege jelenik meg, mig az adott termék
termelése tovdbbra is csak sajat készletétl fiigg (2.4. alfejezet). Ugyanakkor a
szocialista gazdasdg makromodelljének magatartasi szabdlyai nem decentralizal-
tak (2.3. alfejezet).

A szabdlyozaselméleti megkozelités azonban a kozgazdasagtani dinamikaban
nem kizdrélagos. Példdul a stabil(is) népesség modelljében (2.5. alfejezet) csak
allapotvaltozok szerepelnek, ezért ott a szabdlyozaselmélet alkalmazhatatlan.

Allandésult allapot, stabilitas és miikodoképesség

Nagyon gyakori, hogy egy dinamikus rendszer palyéjat nem lehet vagy nem cél-
szer( explicit médon leirni. Kivancsiak vagyunk viszont a palya kvalitativ viselke-
désére. Kiindulasképp a rendszer fixpontja szolgél, amelybdl inditva a rendszert,
a rendszer ott is marad. A fixpontot a természettudomanyokban gyakran neve-
zik egyensiilyi pontnak. A kozgazdasagi alkalmazdsokban az egyenstily fogalmat
gyakran leszikitik az ugynevezett walrasi egyensilyra (14sd 6.3. alfejezet), ahol
a tokéletesen rugalmas drmechanizmus minden piacon eltiinteti a tdlkeresletet.
Keynes (1936) 6ta a kozgazdasagban beszélnek munkanélkiili egyensilyrol (1asd
példdul a 2.2. alfejezetben), és az 1970-es évek 6ta nemwalrasi egyensulyrdl is.
(Mind a disequilibrium, mind az anti-equilibrium kifejezés a szlikebb értelm fel-
fogdsbol szarmazott!) Kornai (1980) és Kornai—-Martos (szerk.) (1981) a semle-
gesebb normdldllapot kifejezést hasznéljdk. Amiéta megjelentek id6ben valtozé
egyensulyi palydk, a staciondrius egyenstlyra az dllandosult dllapot kifejezést is
alkalmazzdk (11. és 12. fejezet).
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Felvetddik a kérdés: 1étezik-e egyensily, és ha igen, akkor egyértelmii-e az
egyenstly? Latni fogjuk, hogy éltaldban hdrom eset lehetséges: nincs egyensuly,
egy egyensuly 1étezik, vagy tobb egyensuly 1étezik. Tovabbi kérdés az egyensily
stabilitdsa: ha a rendszer nem az egyenstulybdl indul, akkor az id6 haladtaval el-
jut-e oda? Finomitva a kérdést: mekkora az induldsi dllapotoknak az a (képletes
szoval élve: vonzasi) tartomdnya, amelybdl a rendszer az egyensilyhoz tart? Né-
mileg pontatlanul: ha kicsi a vonzdsi tartomdny, akkor lokdlis, ha nagy (ti. az egész
megengedett tartomany), akkor globdlis stabilitasrél beszéliink (3. fejezet). Za-
vard, hogy a kdzgazdasigtani stabilitdst a matematikdban aszimptotikus jelzdvel
latjak el, mig a matematikai stabilitds a kozgazdasdgtanban Ljapunov-stabilnak
nevezik.

Mind a természetben, mind a tarsadalomban gyakoriak a ciklikus folyama-
tok. Felsoroldsszertien: a Fold kering a Nap koriil, az évszakok véltakoznak, az
emberi sziv percenként tobb tucatszor dobog, a gazdasdg novekedési iiteme tobb-
kevesebb szabalyossaggal hullimszeri mozgést végez.

Determinisztikus rendszereken beliil maradva, a stabil dllanddsult dllapot és
a ciklus mellett azonban még bonyolultabb viselkedési formdk is lehetségesek,
amelyeket némi leegyszer(sitéssel kaotikusnak nevezhetiink. Ilyenkor a palya ér-
zékenyen fligg a kezd6értékektdl, ezért a pdlya mar elvileg is el6rejelezhetetlen.
Legismertebb példa a kdoszra az id6jarés, de elképzelhetS, hogy az arfolyam-
ingadozdsok is kaotikusak.

A fenti esetekben folvetddik a kérdés: mitkoddképes-e a rendszer? Példaul
a Naprendszer koriilbeliil 10 millidrd évig miikodhet, egy ember koriilbeliil 100
évig élhet, egy tarsadalmi rendszer pedig évtizedektdl évezredekig fenndllhat. Ha
azonban egy specidlis gazdasdgi modellt vizsgalunk, akkor miikod6képességen
azt értjiilk, hogy a mozgésegyenleteken kiviil a rendszer kielégit bizonyos alapvetd
feltételeket. A kozgazdasagtanban a leggyakoribb miikodési feltételek a nemne-
gativitési feltételek: példdul a termelés nem lehet negativ. Konkrétabban: a kész-
letjelzéses modellben nem fogyhat ki a készlet, vagy nem telnek meg a raktarak
stb.

Jelenleg keveset tudunk a gazdasagi modellek miikodéképességérol, és gyak-
ran be kell érniink a stabilitds keresésével.

Linearis és nemlinearis modellek

Szamos matematikai természet( vizsgalatndl alapkérdés a linearitds. Némi leegy-
szer(sitéssel, linedris egy modell, ha a bemend véltozok megdupldzdsa megketts-
zi a kimend valtozok értékét is. Példaul a készletvaltozasi egyenlet linedris: két-
szeres termelés és vétel kétszeres készletvaltozast okoz. Els6 latdsra a kovetkezd
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készletjelzéses termelésszabdlyozas is linedris: minden nap legfeljebb 100 egysé-
get termeliink, de ezt a maximumot csokkentjiik az el6z6 nap végén megmaradt
termékegység kétszeresével. De mi torténik, ha az el6z6 nap végén 51 egység ma-
radt? —2 egységet termeliink? S ekkor belép egy természetes alsé korlat: a nulla, s
elvész a linearitds. Az adott példat tovabbgondolva: lehetséges, hogy ahogy fogy
a készlet, ugy er6sodik a visszacsatolas.

A véges dimenzids linedris dinamikus rendszerek elmélete teljesen kidolgo-
zottnak tekinthet6 (1. fejezet). Zart alakban folirhatjuk a rendszer megoldédsat,
amelynek segitségével szamos kvantitativ és kvalitativ eredményt nyerhetiink. Ek-
kor az egyenstily koriili lokdlis viselkedés meghatarozza a globdlis viselkedést is.
Specialisan: ciklikus viselkedés csak kivételes paraméterértékeknél valésul meg (s
az is késélen tancol), az instabil viselkedés egyre nagyobb kilengéseken keresztiil
elébb-utébb mikodésképtelenséghez vezet.

Mais a helyzet a nemlinedris dinamikus rendszereknél (3. fejezet). Mér az
egyvaltozds esetnél is minden elképzelhet6 kimenet lehetséges. Példaul a loka-
lis stabilitds Osszefér a globdlis stabilitds hidnydval, stabil ciklikus viselkedés (az
ugynevezett hatarciklus) a paraméterértékek széles tartomdnydban is megvaldsul-
hat, az instabil viselkedés 6sszefér hosszu tavi mikodésképességgel. A szabalyos
ciklikus palydk mellett megjelenhetnek szabdlytalan, kaotikus pélyak is. Analiti-
kusan viszonylag keveset tudunk, mar a kétdimenzios esetben is sziikségiink van
szamitogépes szimuldciora.

Mind a matematikusok, mind a kozgazdaszok sokdig megelégedtek a linea-
ris vagy linearizdlhat6 dinamikus rendszerek vizsgalataval. Csak 1970 6ta kapott
nagyobb lendiiletet a nemlinedris €s instabil rendszerek globdlis elemzése. Ter-
mészetesen ezeknél a bonyolult viselkedésti rendszereknél is a linedris rendszer a
kiindul6pont. A konyv egyardnt foglalkozik linedris és nemlinedris rendszerekkel.

Determinisztikus vagy sztochasztikus rendszerek

A mai kor tudomdnyédnak nyilvanvald, hogy a determinisztikus és a sztochaszti-
kus szemléletre egyarant sziikség van a folyamatok modellezésénél. Elegendd, ha
a klasszikus newtoni mechanika mellett utalunk a heisenbergi—schrodingeri kvan-
tummechanikara.

A dinamikus kozgazdasdgtanban a sztochasztikus mddszerek elterjedése leg-
inkdbb az 6konometria térhdditdsdhoz kapcsolddik. A statisztikai médszertannak
megfelel6en az egyenletek becslésénél célszert foltenni, hogy sztochasztikus hi-
bataggal terheltek. Nem lehet meglepetés, hogy az 6konometriai egyenleteken ala-
pulé szabdlyozasi modellekben nagy szerepet jatszik a sztochasztikus optimaliza-
14s. Ezzel a kérdéskorrel a 7. fejezetben foglalkozunk.
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Erdekes, hogy a modern dinamikus kdzgazdasagtan domindns dga szerint a
gazdasdg determinisztikus része linedris és stabil, a gazdasdgot csak a sztochasz-
tikus zavarok terelik el az egyensilyi palyarél (példaul a 2.6. alfejezet). En nem
osztom ezt a nézetet. Egy joval kisebb, de kordntsem jelentéktelen kutatasi irdny-
zat hiveként inkdbb a determinisztikus rendszerek nemlinearitdsaiban keresem a
ciklus és a kdosz forrasat. Ezért a sztochasztikus jelenségek nemcsak a szoka-
sosndl, de a megérdemeltnél kisebb hangsilyt kapnak a konyvben, a nemlinedris
determinisztikus modellek viszont nagyobbat (a 3—10. fejezet és a 11-14. fejezet).

Csak réviden utalok a sztochasztikus mddszerek egyszeriibb alkalmazésaira:
az emberi élettartam kockdzatabodl fakado életbiztositdsra (10.1. alfejezet) vagy
az dgensalapii modellekre (15. fejezet).

Varakozasok

A kozgazdasigi modellek egyik megkiilonboztetd vondsa, hogy egyes valtozok
fligghetnek sajat maguk vagy mds valtozdk jovére vonatkozd értékétdl, a vdra-
kozdsoktol. Példaul a konyvkereskedd e heti beszerzése fiigg a jovo hétre vart
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eladdsoktdl, vagy az idei megtakaritdsom fligg a jov6 évre vart kamatldbtol.

Az 1950-60-as évek modelljeiben a naiv (vagy altaldnosabban: adaptiv) véra-
kozésok szerepeltek, ahol a varakozds a kordbbi tényleges allapottdl (és a kordbbi
véarakozastdl) fiiggott. Példaul a kereskedd folteszi, hogy a jové héten is ugyan-
annyi konyvet akarnak vdsdrolni, mint ezen a héten. Masik példa: a jelzdlogot
nyujté bankok minden évben tigy hatarozzak meg a torlesztést, hogy folteszik, a
kamatlab a hétralévé id6re véltozatlan.

Ez a feltevés sok kritikat kapott (Lucas, 1976, 1987), s egyre inkdbb a racio-
ndlis vdarakozdsok feltevése 1€p a helyére (2.6. alfejezet). Ekkor adott informéacids
halmaz esetén a dontéshozé varakozasa megegyezik a modellbdl levezethetd var-
hat6 értékkel. Specidlisan, determinisztikus esetben a raciondlis vdrakozds meg-
egyezik magdval a tényleges értékkel: tokéletes eldreldtds.

Mi mindkét feltevést megvizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy esetenként tényleg
jobb a raciondlis, mint a naiv vdrakozds. Mds esetekben azonban forditott a hely-
zet (11. fejezet). S6t az is el6fordul, hogy az dllandésult dllapotokon kiviil szinte
értelmezhetetlen a raciondlis varakozds (12.2. alfejezet).

Szeretnék hozzajarulni ahhoz, hogy tjra teret nyerjen az adaptiv vdrakozdsok
hipotézise, amely mind empirikusan (Lovell, 1986; Chow, 1989), mind elméleti-
leg (Grandmont-Laroque, 1990, Brock—-Hommes, 1997, Grandmont, 1998) vonz6
lehet a raciondlis varakozdsokkal szemben.
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