WETTL FERENC

Linedris algebra






WETTL FERENEC

Linearis algebra

Linedris egyenletrendszerek « Optimdlis megoldds « Mdtrixok « Linedris leképezések
Sujdtértek, szinguldris érték « Diagonalizdcio » Merdlegesség « Pszevdoinverz

Norma < Mdtrixfelbontdsok « Matrixfoggvények « Nemnegativ matrixok

it

TYPOTEX



A konyv a Magyar Tudomanyos Akadémia tdmogatasaval késziilt.

A kotet megjelenését a Budapesti Mtiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Villamosmérnoki és Informatikai Kara, valamint Algebra Tanszéke tAmogatta.

MUEGYETEM 1782

© Wettl Ferenc, Typotex, Budapest, 2023
Engedély nélkiil semmilyen formdban nem mdsolhato!

ISBN 978 963 493 255 0

Kedves Olvasé!

Koszonjiik, hogy kinadlatunkbol véalasztott olvasnivalot!
Ujabb kiadvanyainkrél és akciéinkrél a www.typotex.hu
és a facebook.com/typotexkiado oldalakon értestilhet.

Typotex Kiado

Alapitotta Votisky Zsuzsa, 1989

A kiad6 az 1795-ben alapitott Magyar Konyvkiadék
és Konyvterjeszt6k Egyesiilésének tagja.

Felel6s kiad6: Németh Kinga

Felel6s szerkesztd: Erd Zsuzsa

Tordelés: Wettl Ferenc

Boritéterv: Somogyi Péter

Nyomta és kototte: OOK-PRESS Nyomda, Veszprém
Felel6s vezet6: Szathmary Attila



Tartalomjegyzék

Bevezetés 12

1

A konyvben kovetett elvek 14 ¢ Jelolések 17

Vektorok 19

Vektorok a 2 és 3 dimenzids térben 19

Iranyitott szakasz és vektor 19 ¢ Vektor megaddsa és az orig6 20 ¢ Vektor jellemz6i 20
* Vektorok dsszeaddsa és skaldrral szorzdsa 21 © Linedris kombindci6 23

Tdvolsdg, szog, orientdcid 27

Skalaris szorzéds 27 * Hosszlsag és szog 28 * Harom alaptétel vektorok hosszarol 28
* Egységvektorral valo szorzas és a mer6leges vetités 29 © Orientdcié 30 ¢ Vektori szorzas 30
* Paralelepipedon térfogata és elGjeles térfogata 33 © Vegyes szorzat 33

Vektorok koordindtds alakban 36

Descartes-féle koordinata-rendszer 36 ¢ Miiveletek koordinatas alakban megadott vektorokkal 37
e A derékszogii koordindta-rendszer 38 ¢ Az R” halmaz 41 ¢ R” mint vektortér 41 ¢ Linedris
fuggetlenség 42 ¢ IR" mint euklideszi tér 45 ° Tavolsag és szog IR"-ben 46 * Korreldcids
egylitthaté 48 * Abszoliit értékre vonatkoz6 tételek 50

Linedris egyenletrendszerek 53

Megoldis kikiiszoboléssel 53

Linedris egyenlet és egyenletrendszer 53 ¢ Ekvivalens linedris egyenletrendszerek 55

° Matrixok 56 ¢ Elemi sormtiveletek 57 ¢ Lépcsts alak 58 ¢ Gauss-médszer 58 ¢ Redukalt
lépcs6s alak 62 ¢ Gauss—Jordan-médszer 63 ¢ A redukdlt 1épcs6s alak egyértelmtisége — az rref
fuggvény 64 ° Szimultin egyenletrendszerek 66 ¢ A kikiiszobolés miiveletigénye 67

* Numerikusan instabil egyenletrendszerek 67 ¢ Részleges f6elem-kivalasztds 68 ¢ Skalazds 7o

Az egyenletek geometridja 74

Implicit és explicit egyenletrendszerek 74 © Az egyenes explicit egyenlet(rendszer)ei 75 ¢ Sikbeli
egyenes implicit egyenlet(rendszer)ei 76 ¢ Térbeli sik egyenletei 78 ¢ Térbeli egyenes
egyenletrendszerei 80 ¢ Pont és hipersik 81 ¢ Sormodell: hipersikok metszete 83

%z

* Oszlopmodell: vektor el6éllitdsa linearis kombinacioként 85

Megoldhatdsdg és a megolddsok tere 89

Kotott véltozok szdma, matrix rangja 89 ¢ Egyenletrendszer megoldhatésagénak feltétele go
o Vektortér és altér 92 * Alterek tulajdonsagai és szemléltetésiik levéldiagrammal 93

¢ Kifeszitett altér 94 © Az inhomogén linedris egyenletrendszer megoldésai 95 ¢ Vektorok
linearis fiiggetlensége 97

Alterek tulajdonsdgai és az egyenletrendszerek 99

Sor- és oszloptér valtozdsa elemi sormiiveletek kozben 99 ° Bazis és a bazisra vonatkozé
koordinatdk 100 ¢ Dimenzi6 és rang 102 * Kiegészités bazissd 104 ¢ Alterek metszetének



bazisa’ 105 ¢ Altér merSlegese 106 * Matrix kitiintetett alterei és a linedris algebra alaptétele 108
* A sortérbe es6 megoldas 110 * Elemi bazistranszformécié® 112

Mitrixmfiiveletek 117
A matrixmilveletek definicidi 117

Tablazatok Gsszeaddsa és skaldrral szorzdsa 117 © Matrixok 118 ¢ Elemenkénti
matrixmfiveletek 118 ¢ Téablazatok szorzata 119 © Linedris helyettesitések kompozicidja 120

* Matrixszorzas 121 * Mtiveletek blokkmatrixokkal 122 ¢ Skalaris szorzat és diadikus szorzat
matrixszorzatos alakja 123 ¢ Linedris egyenletrendszer matrixszorzatos alakja 124 * Linearis
helyettesités matrixszorzatos alakja 125 * Szorzds vektorral 125 ¢ A béaziscsere métrixszorzatos
alakja 126 ¢ Egységmatrix 127 ¢ Elemi maétrixok 128 ¢ Vektorokra particiondlt matrixok 129

* Kronecker-szorzat és a vec-fiiggvény” 131 ¢ Linearis matrixegyenletek 132

Matrixmfiiveletek algebrdja 137

Az 6sszeadds és a skalarral val6 szorzas tulajdonsagai 137 © A szorzds tulajdonsagai 137

* Matrix hatvdnyozédsa 139 © A transzponalds tulajdonsagai 141 * Matrixszorzds inverze —
métrixok osztdsa’ 142 ¢ Matrix inverze 142 ¢ Elemi matrixok inverze 144 * Az inverz
kiszdmitdsa 144 © Az inverz tulajdonsadgai 146 * Az invertdlhatésdg és az egyenletrendszerek
megoldhatésaga 147 ¢ Invertdlhatésag és bazis 149 © Baziscsere 149 ° Diagondlis matrixok 150
* Permutalé métrixok és kigydk 151 ¢ Haromszogmatrixok 152 ¢ Szimmetrikus és ferdén
szimmetrikus matrixok 153 ¢ Gyorsszorzas 154 * Grafok matrixai 155

Matrixfelbontdsok 159

Bazisfelbontds 159 ¢ Az LU-felbontds 160 ¢ Egyenletrendszer megolddsa és matrix invertélasa
LU-felbontéssal 163 * Az LU-felbontés a gyakorlatban 164 ¢ PLU-felbontds™ 165

Determindns 171

A determindns mint sorvektorainak fiigguénye 171

Paralelogramma el&jeles tertilete 171 ¢ Paralelepipedon el8jeles térfogata 172 ¢ A determindns
definici6ja 173 * Mikor 0 a determindns értéke 174 © A determindns értékének kiszdmitdsa 175
¢ Elemi métrixok determinansa 177 ¢ Permutdlé matrix determinansa 177 ¢ Matrixmtiveletek
és determindns 178 ¢ Determindnsok soronkénti additivitdsa 180

A determindns mint elemeinek fiigguénye 184

Kigyok determinansa 184 ¢ ElGjeles aldetermindns 188 ¢ Determindns kifejtése 190
* Cramer-szabaly és a matrix inverze 191 ® Rang és aldetermindnsok (minorok) 194
* Vandermonde-determindns 195 * Wronski-determindns 197 * Blokkmatrixok determinénsa’ 198

Linedris leképezések 203

Linedris leképezés és mdtrixleképezés 203

A linedris és a matrixleképezés fogalma 203 © Matrixleképezések szemléltetései 207 © Linedris
leképezés matrixa standard bazisban 208 ¢ Képtér és magtér 211 © Vetitések jellemzése* 212

* Linearis funkcionalok 213 ¢ Miiveletek linedris leképezésekkel 214 © Izomorfizmus 216

* Véges dimenzibs terek jellemzése 217

Linedris leképezések mdtrixai 219

Linedris leképezés megaddsa 219 © Linedris transzformacié matrixa adott bazisban 221
* Matrixok hasonlésdga 224 ¢ Hasonlésagra invaridns tulajdonsdgok 225 ¢ Linedris leképezés
matrixa adott bazisparban 226 ¢ Linedris leképezés és transzformaci6 jellemz6 adatai 228

A vektortér absztrakt fogalma 231



A vektortér fogalmanak absztrakcidja 231 ¢ A vektortér alaptulajdonsagai 233

* Figgvényterek 235 © Dudlis tér 236 * Attérés egyik bazisrol a masikra 237 © Példdk dualis
terekre 238 ¢ Alterek Osszege és direkt Osszege 239 © Multilinearis leképezések 241

o Tenzorok 243 ° Altalanositott fuggvények, disztribucidk 245

Sajdtérték, diagonalizilds 249

Sajdtérték, sajdtaltér 249
A sajatérték és a sajatvektor fogalma 249 ¢ Sajatértékek meghatdrozasa a karakterisztikus
polinomb6l 251 ¢ 2 x 2-es métrixok sajatértékei 252 ¢ Haromszog- és blokkhdromszogmatrixok
sajatértékei 252 ° Tankonyvi médszer 254 ¢ Linedris transzformaci6 sajétértéke, sajataltere 256
° Sajatérték algebrai és geometriai multiplicitdsa 257 © Komplex sajatértékek 258 ¢ A 2 x 2-es
matrixok sajataltereinek szemléltetése 258 ¢ Determindns, nyom és a sajatértékek kapcsolata 260
* Hasonlésagra nézve invaridns tulajdonsagok 261

Mtrixok spektruma 266

Matrixok hatvanyai 266 ¢ Cayley-Hamilton-tétel 267 ¢ Transzponalttal valé kapcsolat 269
* Nilpotens métrixok 270 ¢ Matrix el6irt spektrummal vagy karakterisztikus polinommal 270
° Matrixszorzat karakterisztikus polinomja 272 ¢ Gersgorin-korok 273 ¢ Hatvanymodszer 274

Diagonalizdcio 276
Diagonalizadlhatésdg 276 ¢ Diagonalizdlhaté maétrix polinomja 278 ¢ A sajatfelbontas diadikus
alakja 279 e Diagonalizdlhaté métrixok spektralfelbontasa és a spektralvetiték* 281 ¢ A
diagonalizalhatosag feltételei 284

Jordan-féle normdlalak 288

Invaridns alterek 288 ¢ Altalanositott sajatvektor, Jordan-lanc 290 ¢ Jordan-lanc és Jordan-bazis

konstrukcidja 291 ¢ Jordan-métrix 293 ° Jordan-féle normalalak és egyértelmtisége 294 * A

Jordan-féle normélalak meghatdrozésa a nullitdisokb6l 297 ¢ A Jordan-féle normalalak

meghatdrozésa a rangokbdl 298 ¢ Valds Jordan-alak 300 ¢ Minimalpolinom 302

* Minimalpolinom a Jordan-normaélalakbdl 304 ¢ A Jordan-normalalak alkalmazésai 305
Muitrixfiigguények 309

Diagonalizdlhaté métrixok fliggvénye 309 ¢ Spektrumon definidlt fliggvény 311

* Matrixfliggvény a Jordan-normalalakbél 312 ¢ Matrixfliggvények kiszamitdsa 313 ¢ Valos

Jordan-maétrix fliggvényei 314 © Hermite-polinom 316 ¢ Matrixfiiggvény

polinominterpolaciéval 317 ¢ Matrixhatvanyok konvergenciaja 319

Merdlegesség 323
Euklideszi tér 323

Skalarszorzat kiszdmitdsa 323 ¢ Tavolsdg és szog valés euklideszi térben 326 ¢ Mer6leges
vektorok absztrakt vektorterekben® 329 ¢ Skalaris szorzat és norma kapcsolata 329 ¢ Komplex
skaldris szorzas 330 © Komplex euklideszi tér 332 ¢ Téavolsdg és a merdleges vetités komplex
terekben 333 ¢ Valds és komplex euklideszi terek alaptételei* 334

Merdleges vetités 339

A merbleges vetités fogalma 339 © A merdleges vetités matrixa 340 © Mer6leges vetitések
matrixainak jellemzése* 342 ¢ Merb&leges vetités euklideszi térben 343 © A mer&leges vetiilet
kiszamitdsa 344 °© A merdleges vetiilet ortonormalt bazissal 346 ¢ Euklideszi terek
izomorfizmusa* 347 ° Euklideszi tér duélisa® 347

Legjobb kozelités 350

A legjobb kozelités fogalma 350 ¢ Linedris egyenletrendszer optimdlis megoldésa 350 * Az
optimalis megoldadsok szemléltetése 353 © Regresszié* 354 © Pszeudoinverz* 357 ¢ A
pszeudoinverz métrixdnak kiszdmitdsa 359 ¢ A pszeudoinverz algebrai jellemzése 361



10

Ortogonilis leképezések, ortogonalizdcio 364

Ortogonalis és szemiortogondlis matrixok 364 ¢ 2D és 3D ortogonalis transzformaciéi 367

° Primitiv ortogonadlis transzformdciok™ 368 ¢ Gram-Schmidt-ortogonalizaci6 370

* Ortogonalis polinomok* 372 ° QR-felbontds 373 ¢ QR-felbontas primitiv ortogonalis
transzformacidkkal” 375 ¢ Optimaélis megoldas QR-felbontdssal 377 * Ortogonalitds komplex
terekben” 378 © Diszkrét Fourier-transzformaci6 379 ° Diszkrét Fourier-transzforméaci6 380

* Gyors Fourier-transzformaci6 381

Diagonalizdcié ortonormilt bdzisban 387

Ortogondlis és unitér diagonalizdlhatosdig 387
Triangularizaci6 387 ¢ Ortogonalis diagonalizdci6 391 ¢ Unitér triangularizdcié 393 ¢ Normalis

matrixok 393 ¢ Unitér diagonalizalhat6sag 395

Kvadratikus alakok 398

Kvadratikus alak 398 * Attérés mas bézisra 400 * Fétengelytétel kvadratikus alakokra 401

* Fétengely-transzformécié 401 ° Diagonalizalds szimultdn sor-oszlopmiiveletekkel 403

* Tehetetlenség, Sylvester-tétel 405 ¢ Kvadratikus alak és kiuipszelet dbrazolasa™ 406

e Kvadratikus alakok jellege 410 © Pozitiv szemidefinit és definit matrixok faktorizaciéi* 412
* Féminorok 415

Szinguldris érték szerinti felbontds 420

A szinguldris érték és vektor fogalma 420 ¢ Szinguldris értékek és vektorok meghatdrozésa 422
* A szinguldris értékek tulajdonsédgai 424 ° Szinguldris érték szerinti felbontds 425 ¢ Az SVD
kiszdmolasa 428 ¢ Szinguldris felbontds geometriai interpretacidja 429 © Pszeudoinverz 430

* Polérfelbontés” 431

Hossziisig és sebesség 435

Norma 435

Vektor euklideszi norméja 435 © A p-norma 436 ° A norma éltalanos fogalma 437
* Vektornormak ekvivalencidja 438 ¢ Vektornormak mdtrixokon 439 ° A matrixnorma altaldnos
fogalma 440 * Kis rangti approximaci6 443 * Kondiciészdm 444

Differencidlhatdsdg, derivdlt 447

Vektor-vektor fliggvények differencidlhatésdga 447 © Matrix-skaldr- és skalar-matrix-fliggvények
derivélasa 450 ° Fuggvények kompozicidjdnak derivaltja 451 ¢ Matrixkifejezések
differencidlasa 453 ¢ Jacobi-determinéns és az integral transzformaci6ja 456

Differencia- és differencidlegyenletek 459

Differenciaegyenletek és differenciaegyenlet-rendszerek 459 ¢ Differencidlegyenletek és
differencislegyenlet-rendszerek 464 © Allandé egyiitthatés homogén linearis differencilegyenlet-
rendszer 465 ¢ Inhomogén differencidlegyenlet-rendszer 467 ¢ Differencidlegyenletek 468

Nemnegativ mdtrixok 473

A Perron—Frobenius-elmélet 473
Matrixok Osszehasonlitdsa 473 ¢ A pozitivitds fokozatainak grafelméleti megfogalmazasa 474
° A matrix periédusa 477 © A primitiv matrixok jellemzése 479 ° Nemnegativ matrix
spektradlsugara 480 © Pozitiv matrixok 482 ¢ Primitiv és imprimitiv matrixok 483

* Hatarérték-tulajdonsagok 484 © Reducibilis matrixok 486

Sztochasztikus mitrixok 489



11

Sztochasztikus vektorok és matrixok 489 ¢ Dupldn sztochasztikus matrixok 490 ¢ A
Leontief-modell 491 ¢ Markov-lanc és linedris algebrai modellje 493 ¢ Az allapotok
osztdlyozdsa 494 © Staciondrius eloszlds 495 ¢ Néhdny egyszerti példa 496

Algebrai alapismeretek 501

Szdmolds véges halmazon 501

Egy 2 elemfi strukttira 501 * Szdmolds az egészek maradékaival 501 ° Szamolas IFp[x]
maradékaival 503 ¢ Alkalmazasok 504

Komplex szdmok 505
A szamfogalom béviilése 505 ¢ A komplex szam algebrai alakja 506 © Szamolds algebrai
alakban megadott komplex szdmokkal 507 ¢ A komplex szam trigonometriai és exponencialis
alakja 509 ¢ Trigonometriai és exponencidlis alakti szdmok mfiveleti tulajdonsédgai 511

* Hatvanyozas, gyokvonas trigonometriai alakkal 512 ¢ Egységgyokok 513

Testek, gyiiriik 514
Test 514 * Gytir(i 515 * Egy- és kétmfiveletes algebrai struktarak” 516

Polinomok 517

A polinom fogalma 517 ¢ A polinomok algebrai strukttrdja 518 ¢ Polinomfiiggvény, zérushely,
gyok 518 ¢ Az algebra alaptétele 519 ¢ Horner-médszer 520 ¢ Raciondlis gyokok keresése 521
* Polinomosztds 523 ¢ Gyokok és egyiitthatok 524

Tdrgymutato 529



10

Tételek, dllitdsok, kovetkezmények

1.4.
1.6.

1.9.

1.10.
1.11.
1.12.

1.13.
1.14.
1.15.
1.18.
1.20.
1.21.
1.22.
1.25.
1.27.
1.28.
1.29.
1.30.
1.36.

1.39.
1.40.
1.42.
1.43.
1.44.
1.46.
1.50.
1.51.

1.54.

1.55.

2.5.

2.16.
2.21.
2.25.
2.33.
2.34.
2.36.
2.37.
2.39.
2.40.
2.41.
2.42.
2.53.
2.55.
2.56.
2.57.

2.59.
2.62.

A vektormfiveletek tulajdonsédgai
Ekvivalenciareldcié . ............
A skalaris szorzds mftiveleti tulajdonségai
Pitagorasz-tétel
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyen-
16tlenség
Héromszog-egyenltlenség . . . . . . . ..
Egységvektorral val6 szorzés jelentése . .
Vektor felbontdsa meréleges Osszetevékre
Mikor 0 a vektori szorzat?
Vektori szorzat abszolut értéke
Vektori szorzds mftiveleti tulajdonsagai . .
Paralelepipedon térfogata
Vektormtfiveletek koordinatas alakja

Skalaris szorzat ortonormalt bazisban . .
Vektori szorzat ortonormaélt bazisban . . .
Paralelogramma tertiilete

Paralelepipedon térfogata
Az Osszeaddas és skaldrral szorzas tulaj-
donsagai
Sikbeli és térbeli vektor felbontdsa
Térbeli vektor felbontasa

Linedris fliggetlenség
A skaléris szorzas alaptulajdonsagai . . .
Parhuzamos és merSleges Osszetevs . . .
Ortogondlis vektorok linedris fliggetlen-
sége
Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyen-
16tlenség
Polarizaciés formuldk R”-ben
Ekvivalens atalakitdsok . . . . ... .. ..
Lépcsds alakra hozas
A redukdlt 1épcs6s alak egyértelmfi . . . .
A kiktiszobolés mtiveletigénye
Egyenes explicit vektoregyenlete
Egyenes explicit egyenletrendszere . . . .
Sikbeli egyenes implicit vektoregyenlete .
Sikbeli egyenes (implicit) egyenlete . . . .
Sik explicit vektoregyenlete
Sik explicit egyenletrendszere
Sik implicit egyenlete
Sik implicit vektoregyenlete
Féelemek oszlopai . . . ... ........
Kotott és szabad valtozok szama
A megoldhat6sdg matrixrangos feltétele .
Homogén egyenletrendszer megoldhato-
saga
Megoldasok lineéris kombinaciéja
Megoldésok altere . . . . . ... ... ...

28
29
29
29
31
32
32
33
37
39
39
39
40

42
43
43
44
44
44
45
47

47

50
50
55
61
64
67
75
76
76
77
78
78
79
79
89
89
90

91
92

2.66.
2.70.
2.71.
2.73.
2.75.
2.76.
2.78.
2.81.
2.84.
2.87.
2.91.
2.92.
2.96.
2.98.
2.99.
2.101.
2.103.
3.7.
3.10.
3.12.
3.15.
3.20.
3.21.
3.22.
3.25.
3.26.
3.28.
3.30.
3.31.
3.32.
3.36.
3.40.
3.41.
3.42.
3-44-
3-45-
3.46.

3-49.
3.50.
3.51.
3.53-
3.55-
3.57-
3-59-
3.60.
3.61.
3.62.
3.66.
3.67.
3.73
4.2.
4.3.
4.5.
4.6.
4.8.
4.9.

A Kkifeszitett altér altér

Homoggén és inhomogén egyenletrendszer

A megoldhat6ség feltétele
Linedris fliggetlenség eldontése
Elemi sormfiveletek hatdsa . . . . . . ...
Matrix 1épcs6s alakjanak vektorai
Bazis ekvivalens definiciéi
Bazistétel
Dimenzié = rang

Dimenziététel (rang-nullitdsi tétel) . . . .
Kiegészités alterek osszegének bazisava .
Metszet és Osszeg dimenzidja
Altér mer6legesének tulajdonsagai . . . .
A lineéris algebra alaptétele
A négy kittintetett altér . . . . . ... ...
Linedaris egyenletrendszer megoldasai . .
Elemi bazistranszformacié
Miiveletek blokkmatrixokkal . . . . .. ..
Egyenletrendszer matrixszorzatos alakja .

Matrixszorzas és linearis kombindcié . . .
Koordinatak véltozédsa a bazis cseréjénél .
Elemi sormfiveletek matrixszorzéssal . . .
A szorzat oszlopai és sorai
Szorzat rangja
A Kronecker-szorzat tulajdonsagai . . . .
Kronecker-szorzat és vec-fliggvény . . . .

A linedris matrixegyenlet megoldésa . . .
Mire vigydzzunk a métrixszorzasnal?

Matrixszorzas algebrai tulajdonsagai . . .
Hatvanyozas azonossagai
Transzpondlds tulajdonsagai
Sormfivelet inverzének métrixa
Az inverz létezéséhez elég egy feltétel . .
Inverz kiszdmitédsa elemi sormiiveletekkel
2 X 2-es matrix inverze

Az inverz alaptulajdonsagai . . . ... ..
Az invertalhatosag és az egyenletrendsze-
rek . ...

Invertalhatésag és bazis

Szingularis matrixok . .. ... ... ...
Az attérés matrixanak inverze
Mfiveletek diagondlis matrixokkal
Miiveletek permutalé matrixokkal
Miiveletek haromszogmatrixokkal
Miiveletek szimmetrikus matrixokkal
Szimmetrikus plusz ferdén szimmetrikus
ATA és AAT szimmetrikus . . . . . . . ..
Strassen- és Winograd-formulak
Szomszédsagi matrix hatvanyai
Bazisfelbontas
LU-felbontds létezése és egyértelmfisége .
Réanézésre 0 determindnsok
Zérus értékii determinans
Egyenletrendszer és determinéns
Haromszogmatrix determindnsa

Elemi matrixok determindnsa
Permutdlé matrix determindnsa . . . . . .

94
95
96
97
99

99
100

102
103
104
105
106
107
108
108
110
113
122
124
125
126
128
130
130
131
131
132
137
138
139
141
144
144
145



4.10.
4.11.
4.13.
4.14.
4.15.
4.16.
4.22.
4.23.
4.25.
4.27.
4.29.
4.31.
4.33-

4.35-
4.37-
4.38.
4.40.

5.5
5.6.
5.7

5.8.
5-9.

5.11.
5.13.
5.15.
5.18.
5.19.
5.20.
5.21.
5.22.
5.25.
5.27.
5.28.
5.29.
5.31.
5.32.
5.36.
5-37-
5.40.
5.42.
5-44-
5-49-
5-53-
5-54.
5-55-
5.57-
5.58.
5:59-
5.60.
5.62.

5.64.
5.65.
5.67.
5.70.

Determinédnsok szorzasszabalya . . . . . . 178
Felcserélt szorzat és inverz determindnsa 178
Transzpondlt determindnsa . . . ... .. 179
Soronkénti additivitds . . ... ... ... 180

Kigyok determindnsainak 6sszegére bontés 185

Determinédnsfiiggvény létezése . . .. .. 186
Determinéns rendjének csokkentése 189
Determinédnsok kifejtési tétele . . . . . . . 190
Cramer-szabdly . .............. 191
Matrix inverzének elemei . . . . . ... .. 192
Rang és nemzérus minorok . .. ... .. 194
Vandermonde-determinéns értéke 195
Interpolaciés polinom létezése és egyér-

telmtisége . . . .. ... .. ... ... ... 196
Fliggetlenség és a Wronski-determindns . 197
Determinédnsok szorzata blokkmadtrixban 198
2 x 2-es blokkmatrix determindnsa . . . . 199
Matrix plusz didd determinédnsa. . . . . . 199
Linedris leképezés ekvivalens definiciéi . 205
Altér képealtér . . ... ... ... ... 206
Linedris R" — IR™ leképezések = matrix-

leképezések . . . . ... ... .. ... ... 208
Sikbeli forgatds matrixa . . . . . ... ... 209
Sikbeli tiikkrozés matrixa . . . . ... ... 209
A 3 dimenzi6s tér eltoldsai . . . . .. ... 210
A képtér és a magtéraltér . . . ... ... 211
Vetitések jellemzése . . . . ... ... ... 212
A nyom linedris funkcional ... ... .. 213
Szorzatnyoma . . .. .. .......... 213
Osszeg, skaldrral szorzés, kompozicié6 . . 214
Linedris leképezés inverze . . . ... ... 214
Mitrixleképezés inverzének matrixa . . . 215
Injektiv linedris leképezések . . . . . . .. 216
Izomorfizmusok kompozicidja és inverze 216
Véges dimenzios terek jellemzése . . . . . 217
Linedris leképezés hatdsa egy bazison . . 219
Lineéris transzformdacié matrixa . . . . . . 221
Kiulonbozé bazisokban felirt métrixok . . 222
Hasonl6 métrixok hatdsa . . . . ... ... 224
Hasonl6sédgra invarians tulajdonsdgok . . 225
Linedris leképezés matrixa . . . . . . . .. 226
Linedris leképezés matrixai bazisparokban 227
Dimenzié6tétel (rang-nullitasi tétel) . . . . 228
Vektortér alaptulajdonsagai . .. ... .. 233
Fuggetlen halmaz b6vithetésége . . . . . 234
Fuggvényterek . . . . ... ..... . ... 235
Linedris leképezések tere . . . . . . .. .. 235
Duélis bazis . .. ... ........... 236
Attérés matrixa a dudlis térben . . . . . . 237
Duélis tér dudlisa . . . ........... 237
Alterek 6sszege . . . ... ......... 239
Két altér direkt 6sszegének ekvivalens de-

finfciéi . . . .. ... Lo o 239
Direkt 6sszeg ekvivalens definiciéi . . . . 240
Mikor direkt 0sszeg az Osszeg . . . . . . . 241
Multilinedris leképezések tere . . . . . . . 242
(1,1)-tenzor és linedris leképezés . . . . . 244

6.2.

6.5.

6.9.

6.17.
6.20.
6.23.
6.25.
6.27.
6.28.
6.29.
6.31.
6.32.
6.33.
6.34.
6.37.
6.38.
6.42.
6.46.
6.48.

6.52.
6.54.
6.55.
6.57.
6.58.
6.59.
6.60.
6.63.

6.71.
6.74.
6.75.
6.76.
6.80.
6.84.

6.85.
6.86.
6.88.
6.89.
6.90.

6.97.
6.99.

6.100.
6.103.
6.105.
6.107.
6.109.
7.9.
7.12.
7.15.
7.18.
7.24.
7.25.
7.26.

11

A sajatvektorok alterei . .. ........ 250
Sajatérték mint gyok . .. ... ... ... 251
Héromszogmatrixok sajatértékei . . . . . 253
Algebrai és geometriai multiplicitas 257
Determinédns és nyom sajatértékekkel 260
Sajéatértékhez kapcsol6dé invariansok 261
Karakterisztikus polinom és a féminorok 263
Invertalhatésag és a 0 sajatérték . . . . . . 266
Matrix hatvanyainak sajétértékei . . . . . 266
Mitrix hatvanyainak hatdsa . . . ... .. 266
Cayley-Hamilton-tétel . . .. ... .... 268
Transzpondlt karakterisztikus polinomja . 269
Specialis valés matrixok sajatértékei 269
Nilpotens matrixok . . . ... ... .. .. 270
Kiséré matrix karakterisztikus polinomja 271
AB és BA karakterisztikus polinomja 272
Gersgorin-korok tulajdonsagai . . . . . . 273
Diagonalizédlhatésag feltétele . . . . . . . . 277
Mitrix hatvdnya és polinomja sajatfelbon-

tasbol . . ... 278
Mitrixpolinom a diadikus felbontdsbél 280
Spektrélfelbontés, spektralvetité . . . . . . 281
Matrixpolinom spektralfelbontasbol 282
Sajétalterek ftiggetlen vektorhalmazai 284
Diagonalizédlhatésag ekvivalens feltételei 284
n kiilonbo6z6 sajatérték . . ... ... 285
Diagonalizélhatésdg és a multiplicitdsok . 285
Blokkdiagondlis métrixok és invaridns al-

terek . . ..o 289
Jordan-tétel . . . . ... ... ... ... 204
Jordan-tétel linedris transzformécidkra . . 294
J — Al hatvanyainak rangja . . . . ... .. 296
A Jordan-normaélalak egyértelmfiisége 297
Valés Jordan-alak . . ... ......... 300
A minimdlpolinom invaridns a hasonlé-

SAGIA . ... .. 302
A minimélpolinom tulajdonségai . . . . . 302
Nilpotens matrix minimélpolinomja . . . 303

Tetsz6leges polinom lehet minimalpolinom 303

Minimaélpolinom és Jordan-normalalak 304
Sylvester-egyenlet egyértelm{i megoldha-
tésdga . . .. ... 305

Val6s hatvany és exponencidlis fliggvény 314
Az Hermite-polinom létezése és egyértel-

miisége . .. ... ... ... ... .. .. 316
Matrixfliggvény az Hermite-polinombdl . 317

Spektrumon azonos értéket ad6 polinomok 318

0O-hoz konvergélé matrixhatvanyok 319
Neumann-sor konvergencidja . . ... . . 319
Konvergens maétrixhatvanyok . . ... .. 320
Ortogonalis és ortonormadlt rendszerek . . 327
Polarizéci6s formuldk . . . . .. ... ... 329
Adjungalt alaptulajdonsdgai . . . . . . .. 331

Komplex skaldris szorzas alaptulajdonsédgai 331
A linedris algebra alaptétele (komplex) . . 333
Merbleges vetiilet és mer6leges Osszetevd 334

Pitagorasz-tétel 334



12

7.27.

7.28.
7.32.
7:34-
7.36.

7.38.
7.41.
7-43.
7-44.
7.46.
7.48.
7.50.
7.51.
7-53-
7.58.
7.60.

7.61.
7.62.
7.65.
7.68.
7.70.
7.71.
7-73
7-74-
7.78.
7.80.
7.84.
7.88.
7.89.
7.92.
7-94-
7-95-
7.96.
7.98.
7-99-

8.2.
8.6.

8.7.

8.11.
8.14.
8.15.
8.17.
8.18.

8.22.
8.25.
8.31.
8.38.
8.39.
8.43.
8.46.
8.50.
8.55.
8.58.

Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-

egyenl6tlenség . . . ... ... ... .. .. 335
Haromszog-egyenldtlenség . . . . . . . .. 335
Altérre val6 merdbleges vetités matrixa . . 340
Meréleges vetités matrixa . . .. ... .. 342
Meréleges vettilet 1étezése és egyértelmii-

SEge . ... 343
Meréleges vetiilet kiszamitdsa . . . . . . . 344

Merdleges vetiilet ortonormaélt bazis esetén 346

Vizomorf K"nel . .. ... ... ..... 347
Riesz reprezentécios tétele . . . . . . ... 347
Legjobb kozelités tétele . . . . . . ... .. 350
A és A"A kapcsolata . . .. ... ... 351
Optimalis megoldéds a normélegyenletb6l 351
Optimalis megolddsok szdma . . . . . .. 352
Linedris regresszié . . . . . ... ... ... 354
A pszeudoinverz linearitdsa . . . . .. .. 357
Pszeudoinverz hatésa a kittintetett altere-

ken . ... ... oo 358
Specidlis méatrixok pszeudoinverze . . .. 359
A pszeudoinverz matrixa. . . . . ... .. 359
Moore-Penrose-tétel . . ... ... .. .. 361

Ortogonalitds ekvivalens algebrai feltételei 365
Szemiortogonalitas algebrai tulajdonsagai 365

Ortogondlis matrixleképezések . . . . .. 366
Ortogondlis matrixok tulajdonsdgai. . . . 367
A sik ortogonalis transzforméciéi . . . . . 367
Vektor tiikrozése egy masik vektorba . . . 369
Gram-Schmidt-ortogonalizacié . . . . . . 370
QR-felbontds létezése és egyértelmtisége . 373
Optimaélis megoldas QR-felbontdssal . . . 377
Pszeudoinverz QR-felbontasbdl . . . . . . 377
Unitér métrix ekvivalens feltételei 378
Unitér matrixok tulajdonsdgai . . . . . . . 378
Fourier-6sszeg helyettesitési értékei. . . . 379
A Fourier-métrixok tulajdonsédgai . . . . . 379
A DFT tulajdonségai . ........... 380
Gyors Fourier-transzformécié . . . . . .. 382
Schur-tétel (val6s matrixokra) . . . . . . . 388
Val6s spektraltétel, f6tengelytétel . . . . . 391
Szimmetrikus matrix sajatalterei . . . . . 391
Schur-tétel (komplex métrixokra) . . . . . 393
Normalis matrix néhany tipusa . . . . . . 394
A normalis matrixok tulajdonsdgai . . . . 394
Komplex spektréltétel . . . ... ... ... 395
Specialis matrixok unitér diagonalizalha-

tésdga . . . . ... oo 395
Val6s értékti komplex kvadratikus alak 399
Fétengelytétel . . ... ... ........ 401
Sylvester-féle tehetetlenségi tétel . . . . . 405
ATA pozitiv szemidefinit . . . . . ... .. 410
Definitség egy diagondlis alakbél . . . . . 411
PSD matrixok faktorizaciéja . . . ... .. 412
PD matrixok faktorizdciéi . ... ... .. 413
Definitség és a féminorok . . ... .. .. 415
Szinguldris értékek tulajdonsagai . . . . . 424
Az SVD létezése és konstrukcidja . . . . . 426

8.59. Azonos szinguldris és sajatértékek

8.62. Egységgombképe . . . ... ... .. ...
8.63. Pszeudoinverz SVD-b6l. . . ... ... ..
8.66. Poléarfelbontds . .. .............
9.4. Minden vektornorma ekvivalens . . . ..
9.6.  Frobenius-norma ekvivalens alakjai . . . .
9.7.  Frobenius-norma és 2-norma kapcsolata .
9.11. Indukdlt norma tulajdonsagai . . . . . ..
9.12. 1-,2- és co-norma kiszamitésa . . . . . . .
9.13. Kis rangti approximacié (Eckart—Young) .
9.16. Jacobi-mdtrix . . . . ... ... ... .. ..
9.19. Linedris leképezés derivéltja . . . . . . ..
9.21. Lancszabdly . ................
9.23. Inverzfiiggvény-tétel . ... ... ... ..
9.24. Ax ésy' Ax alaki kifejezések derivéltja
9.25. Néhany tovabbi derivalt . . ... ... ..
9.31. Differenciaegyenlet-rendszer megoldasa .
9.33. Differenciaegyenlet megoldasa . ... ..
9.39. Homogén differencidlegyenlet-rendszer .
9.44. Homogén differencidlegyenlet megoldasa
10.2. Reducibilis és irreducibilis métrixok . . .
10.4. Irreducibilisbél pozitiv . . . ... ... ..
10.5. Pozitiv f6atlébelielem . . ... ... ...
10.9. Cstcsok periédusa . . ... ........

10.10. Irreducibilis matrixok ciklikus szerkezete
10.11. Primitiv matrix jellemzése periédusaval .
10.13. Nemnegativ matrix spektralsugara . . . .
10.16.
10.17. Azonos oszlop- vagy sordsszeg
10.18. Perron-tétel: egyszeres és domindns sajat-

érték . . Lo
10.19. Sajatértékek a spektralkoron
10.20. Periédus a karakterisztikus polinombél .
10.21. Irreducibilis métrixok hatarértéke . . . . .
10.26. Reducibilis matrixok
10.28. Sztochasztikus matrix sajatértékei . . . . .
10.29. Sztochasztikus métrixok szorzata
10.30. Frobenius-Kénig-tétel

A spektralsugar becslése

10.31. Pozitiv kigy6 létezése
10.32. Birkhoff-von Neumann-tétel . . . . . . . .
10.36. Markov-lanc 1étezése
10.37. Atmeneti és visszatér osztalyok
11.3. Polinomok maradékos osztésa IF,[x]-ben

11.11.

Komplex szdmok mfiveleti tulajdonsagai

Konjugalés tulajdonségai . . . .. ... ..
11.15. Algebrai és trigonometriai alak kapcsolata
11.19. Szorzds, osztas
11.20. Abszolut érték tulajdonsagai . . . . . . . .
11.23. Hatvdnyozas, gyokvonas kiszamitdsa . . .
11.30. Polinomfoka . . . . . ... .. ... ....
11.31. A polinomok algebrai strukttréja
11.34. Egyértelmi faktorizaci6 F[x]- és Z[x]-ben
11.35. Algebra alaptétele
11.36. Val6s egyiitthatos polinom faktorizacidja
11.37.

11.39.
11.42.

11.12.

Horner-médszer
Racionalisgyok-teszt
Gyokok és egyiitthatok kapcsolata . . . .

427
429
430
431
438
439
439
441
441
443
448
449
451
452
453
454
461
462
465
468
475
476
476
477
478
479
480
482
482

482
483
483
484
487
489
489
490
490
490
494
495
503
508
508
509
511
511
512
517
518
519
519
520
520
521
524



Bevezetés

Apro emlékeim a megértésr6l Sok éve, az akkor
legkivalobb mérnokhallgatémat megkérdeztem,
hogy mik voltak a tananyaggal a félévi tapaszta-
latai. Néhany tartézkodé mondat utédn egy va-
ratlan, szimomra teljesen érthetetlen mondattal
lepett meg: ,,A linedris algebrat nem lehet ér-
teni.” Tuddsa meghaladta a jelestdl elvart szin-
tet, ami szdmomra azt jelentette, hogy kivalé-
an értette az anyagot. Kételkedésemet sem-
mi magyarazattal nem kivanta eloszlatni, végiil
csak annyit tett hozz4: , Az analizist lehet érte-
ni, az szép.” Mara érteni vélem, mire gondolt.
Pl a fliggvény hatdrértékének vagy folytonos-
saganak Cauchy-féle definici6ja sok didk sz&-
maéra nehezen érthet6, de magérol a fogalomroél
van valami elképzelése. Akar tudja, akdr nem
a definiciét, akdar jok, akar zavarosak a megfo-
galmazasai, sejti, mirél van szé. De nincs ez
igy példdul a determindnssal. Aki megtanul-
ta azt, hogy ,az elsd sor elemeinek mindegyi-
két szorozd meg a hozzd tartozé eljeles alde-
termindnssal és vedd az Osszegiiket”, az ezzel
konnyen elélhet, hibatlanul megoldhat felada-
tokat, de tigy érzi, nem ért bel6le semmit. Majd
amikor e fogalomra épitve olyan egyenletrend-
szert fog megoldani a Cramer-szaballyal, melyet
mér &ltalanos iskoldban is meg tudott oldani,
csak akkor még értette mit miért csindl, megers-
sodik benne a vagy, hogy csak adjanak neki re-
cepteket kaptafafeladatokra, azokat bevagja, és
ne gyotorjék azzal, hogy érti-e mit csinal.

Egy masik mérnokhallgatém sokszor megbu-
kott, lényegében semmit nem értett az anyag-
bél, viszont mindent bemagolt, igy a félév utol-
s6 potvizsgdjan mindig dtment hatalmas ertfe-
szitése jutalmaként. A két évet lezar6 szigorlat
szobeli részére egy elégséges frasbelivel jott, ami
felkinalta egy konnyti, néhdny kinai szovegként
bemagolt tétel belekérdezés nélkiili meghallga-
tdsa utani elégséges esélyét. De magam szamé-
ra is varatlanul belekérdeztem egy hibétlanul
visszamondott tétel tartalmaba. Meglepetésem-

re a holgy sajat szavaival véalaszolt, és j6l. Fel-

batorodva egyre masra visszakérdeztem, hogy

érti-e amit mond, és kidertilt, két év embert pro-
balé magoldsa utdn osszedllt a fejében az egész.

Ritkdn l4tni embert olyan boldognak, mint &t,

amikor megmondtam, hogy a szébelije jeles lett.

A 8o-as évek elején fiatal oktatoként kérdére
vontam az egyik kar dékanjat, hogy az oktata-
si reformjdban miért csokkentette a matematika-
ordk szdmat. Azt vélaszolta, hogy ,mert sziik-
ségiink van id6re, hogy megtanithassuk a dia-
kokat gondolkodni”. Ellenvetésemre, hogy épp
a matematika az, ami ezt teszi, réviden annyit
mondott, hogy a ,matematika csak kaptafdkat
ad nekik, gondolkodni mi tanitjuk 6ket”.

A fenti, és még néhany egyéb tapasztalat ar-
ra sarkallt, hogy megfogalmazzak néhény elvet,
amit e konyvben is kévetni igyekszem:

* az egyszer(i kaptafdk megtanuldsa ne a cél,
csak egy segédeszkoz legyen az anyag elsaja-
titdsdban;

* sokak szdmadra a megértésben fontos a ,kéz-
zelfoghat6sag”, aminek nem kell (bar lehet) a
matematikdn kiviilrél szdrmaznia;

¢ érdemes még a matematika irant kevéssé fo-
gékonyak szdmadra is érthetd belsé motivald
megkozelitéseket keresni az 14j témdk, fogal-
mak bevezetéséhez;

* a matematikan kiviili alkalmazasokkal 6va-
tosan kell banni, a rekldmon tdl (hasznalja a
deep learning, a kvantumfizika, a kédelmé-

) csak akkor

hasznos élni veliik, ha segitik a matematikai

let, a digitalis jelfeldolgozas, ...

tartalom megértését.
Kinek késziilt ez a konyv és miért Ez a konyv £6-
iskolai és egyetemi BSc és MSc szintfi linedrisal-
gebra-kurzusokhoz késziilt. Szemléletében eltér
a Magyarorszagon eddig megjelent hasonl6 té-
maja tankonyvektél. Megirdsat és a tobb tekin-
tetben is djfajta megkozelitést az aldbbi tények
indukaltak:
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* a hallgaték mind hozott tudasukat, mind
matematikai képességeiket tekintve hetero-
génebbek, mint kordbban;

* a fels6fokti oktatds véltozé szemlélete na-
gyobb hangsulyt fektet az alkalmazésorien-
taltabb tudds megszerzésére, ami hatdssal
van a tananyag Osszedllitdsdra és a sziikséges
kompetencidk kijelolésére is;

* a matematika fels6fokt oktatdsaval foglalko-
z6 nemzetkozi kutatdsok eredményei (David
Carlson, Charles Johnson, David Lay, A. Du-
ane Porter: The Linear Algebra Curriculum
Study Group recommendations for the first
course in linear algebra, College Mathematics
Journal, 24, 1993, 41—46), a szamitégép hasz-
ndlatdnak elterjedése 1ij oktatasi szemlélet ki-
alakitasat kivanjak.

A kovetkezokben attekintjiik a konyvben ko-
vetni szdndékozott elveket.

Didaktikai célszeriiség A konyv megirdsakor f6
célunk az volt, hogy a linedris algebra abszt-
rakt fogalmait a lehetd legegyszertibben, leg-
érthetSbben vezessiik be. Sosem a legaltaldno-
sabb megfogalmazds, a legaxiomatikusabb fel-
épités, a matematikailag legtomorebb targyalas-
moéd megtaldldsa volt a cél, hanem a didakti-
kai célszer(iség, a hallgatok tobbsége szamara
a hatékony tanulhat6ésag elérése. Ehhez a leg-
fontosabb eszkoz a fogalmak megfelelGen moti-
vdlt bevezetése a linedris algebra klasszikusnak
szamito targyalasmodjat gyakran jellemz6 égbol
pottyant definiciok helyett.

Moduldris szerkesztés A konyv anyagat igye-
kezttink moduldrisan, apré egységekre bontva
megszerkeszteni, ezzel nemcsak az attekinthe-
t6ségét novelni, de a tobbcélu, kiilonbozé szin-
ti, kiilonboz6 id6tartamu kurzusokhoz val6 al-
kalmazasat is megkonnyiteni.

Alapfogalmak korai bevezetése Tapasztalataink
szerint a linedris algebra alapfogalmainak meg-
értetésében nem elég hatékonyak sem azok
a kurzusok, melyek az egyszeri matrix-,
determindns-, sajatérték-szamitdsi technikakkal
kezdédnek, majd hirtelen az absztrakt fogal-
makra (vektortér, linearis leképezés, ...) val-
tanak, sem azok, melyek absztraktabb szintr6l

indulnak, példdul amelyek nem maétrix, hanem
linedris leképezés alaptiak.

Az absztrakt gondolkodasban kivaléak sztik
csoportjat leszamitva a hallgatok gyorsabban és
mélyebb ismeretekhez jutnak, ha az absztrakt
fogalmakkal konkrét esetekben mar kordbban
megismerkednek, és az absztrakt fogalomalko-
tas valdban absztrakcid, és nem kinyilatkoztatds
atjan torténik. Ezért a linedris algebra legtobb
fontos, e konyvben targyalt fogalmaval az els6
fejezetekben taldlkozik az Olvasé, az altaldnos
fogalomalkotds csak ezt koveti.

Fokozatossdg A konyv egészen elemi — az els6
fejezetekben kozépiskolas szintig visszanyudlo —
targyalasmoddal kezdédik, melyet egyre Ossze-
tettebb, nehezebb anyagrészek, és fokozatosan
egyre tomorebb targyaldsmod kovet. A kiilon-
b6z6 szintli kurzusokon valé hasznalhatésdgot
segiti, hogy a megcsillagozott szakaszok vagy
paragrafusok egy elsé kurzusban atugorhatok.

Célok kijelolése
galmazzuk azokat a minimdlis célokat, melye-

Minden szakasz elején megfo-

ket az Olvasénak, vagy egy kurzus ebbél tanul6é
hallgatéjdnak az adott tananyagrész elsajatitasa
utan el kell érnie. A szokasos mondatkezds , A
hallgaté képes lesz” tipusti mondatkezdéseket
elhagytuk. A célokat egy-egy V jelzi.
Tobbirdnyii megkozelités A lineéris algebrai is-
meretek is megkozelithetéek tobb kiilonboz6
médon.  E konyvben a matematikailag pre-
ciz targyaldsmoéd szandéka mellett a kovetkezé
megkozelitésekre helyeziink hangstlyt:

Az absztrakt
Osszefliggések megértését segitd elemi, konkre-

1) Procedurdlis megkozelités:

tizalo, szemléltetd szdmitasi példak a procedurd-
lis gondolkodasban erésebb, a valamifajta kéz-
zelfoghatdsdgot igényl6 hallgatok segitségére.

2) Vizudlis megkozelités: A geometriai intuici-
Ora és a vizualizacié lehetGségeire tobb témdaban
is épitiink.

3) Szdmitégépes megkozelités: Margoszéli meg-
jegyzésekben programkédokat mellékeliink és
szamitégép hasznalatit igényld opciondlis fel-
adatokat is kittiziink. Az erre fogékony hallga-
toknal ezek segithetik a tananyag jobb megér-
tését. E konyvben a linedrisalgebra-kalkulator-



ként is hasznalhatd, a miiszaki szdmitidsokban
altalanosan hasznalt mdtrixalapii, GNU-licensz{i
MATLAB-kl6nt, az Octave-ot (octave.org), va-
lamint a legegyszerfibben elsajatithatd, igen
népszerfi, az adattudomanyban, igy a linedris
algebra modern alkalmazasaiban is er6s Python
nyelvet (python.org) hasznéljuk. Mindkett6t in-
teraktiv médban mutatjuk be, de a letolthet6
fajlokban csak a forraskéd van. Mas szabadon
hozzaférhet6 matematikai programokat is szi-
vesen ajanlunk az Olvasé figyelmébe. Kiemel-
jik koziltk a Python alapd Sage neviti kom-
puteralgebra-programot (sagemath.org), és az
online szadmitdsokra alkalmas, ingyen haszndl-
hato, de eldfizetéseket ajanlé — a kommercia-
lis Wolfram nyelvre épiil6 — wolframalpha.com
weboldalt, de jol hasznélhat6 a statisztikai sza-
mitdsokra késziilt GNU-licenszti R nyelv is
(https://www.r-project.org/).

Feladatok A konyvben a részletesen kidolgo-
zott mintapélddk mellett feladatok is van-
nak. Ezek tobbségének eredményei, megolda-
sai egy szabadon letolthetd pdf-dllomadnyba ke-
riilnek. A nehéznek szamitokat csillaggal jel6l-
juk (pl. 2.11¥), a szdmitogéppel megoldando felada-
tokat a képerny6re emlékeztetd kis téglalappal
(pl. 2.12%), a fontosabbnak itélt feladatokat egy
A feladatok kozt sze-
repel néhdny tn. projekt, mely az anyaghoz

diszponttal (pl. 2.13%).

kapcsol6do, extra ismeretanyagot is tartalma-
z6 néhany feladatbdl all. A szdmitégépprogra-
mok és egyes feladatok megolddsai letolthets-
ek a www.typotex.hu oldalrdl, a Typotex Kiad6
honlapjarél.

A konyv felépitése A konyv els6 két fejezetét a
linedris algebra két f§ forrdsdnak tanulmanyozdasa-
ra szantuk. E két forrds jol jellemezhetd egy-
egy alapfogalommal: a vektorral és a linedris
egyenletrendszerrel. Egyikiik geometriai, masi-
kuk algebrai jellegti. E fogalmakat az Olvasé
altalanos- és kozépiskolds tanulményaibél mar
ismeri. E részben ezekbdl kiindulva, de a lineé-
ris vektortér absztrakt fogalméanak ismerete és a
matrixmiiveletek bevezetése nélkiil kozel jutunk
a linedris algebra mélyebb fogalmaihoz.

A kovetkez6 két fejezet a linedris algebra két
klasszikus elemi téméjat, a mdtrixokat és determi-
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ndnsokat targyalja. Megszivlelve a ,Linear Al-
gebra Curriculum Study Group” ajanldsait, e
rész az els6 linedrisalgebra-kurzus kozéppont-
jaba helyezi a matrix fogalmat, de sok konyv-
tél eltér6en a matrixok algebraja mellé helyezi
a matrixok hatdsanak geometriai szemléletét is.
E kiilonb6z6 megkozelitések reményiink szerint
segiteni fogjak az absztraktabb fogalmak megér-
tését.

Ezutan kovetkezik — emelve az absztrakcié
szintjét — a linedris leképezések targyaldsa. Itt ju-
tunk el oda, hogy a vektortér absztrakt fogalma-
val is megismerkediink. E szakasz at is ugorha-
t6 egy els6 kurzuson. A hatodik fejezet témdja
a diagonalizdlds, az egyik legfontosabb egyszerti-
sitd eljards. Ennek kulcsfogalmai a sajdtérték és
sajdtvektor. Az utébbi fogalmanak altalanositasa
vezet a Jordan-féle normdlalakhoz, mely a diago-
nalizalhatésagtol fliggetlen strukturdlis lefrdsat
adja a matrixnak, ill. a linedris leképezésnek. E
téma tipikusan mar egy mdsodik kurzus vagy
MSc-kurzus anyagdba tartozik, mint ahogy e fe-
jezet utols6 szakasza, a mdtrixfiigguények is, me-
lyek vizsgélatdban a Jordan-normadlalak kulcs-
szerepet jatszik.

A hetedik fejezetben az euklideszi terekkel, a
merblegesség és tdvolsdg fogalmaival, a legkisebb
négyzetek elvével és az inkonzisztens egyenlet-
rendszerek optimalis megoldasaival, valamint a
numerikus szdmitdsokban kulcsfontossdgu or-
togondlis matrixokkal és leképezésekkel ismer-
kediink. A nyolcadik fejezet erre épitve az orto-
gondlis diagonalizdldst és annak két bazisra vonat-
koz6 valtozatat, az SVD-t, valamint az el6bbihez
kapcsolédéan a kvadratikus alakokat vizsgalja.

A kilencedik fejezet a hossztsdg fogalmanak
altaldnositasat, a normdt és a sebesség fogalma-
hoz kapcsolédé differencidlhatésagot targyalja,
valamint a differencia- és differencidlegyenlet-
rendszerek alapismereteibe ad egy linedris al-
gebra fel6li megkozelitést.

A tizedik fejezet az alkalmazdsokban fontos
nemnegativ és specidlisan a sztochasztikus mét-
rixokat targyalja. Végiil azok az algebrai alap-
ismeretek keriiltek az utolsé fejezetbe, melyek
anyaga valahol sziikségessé vélik, de kurzuson-
ként véltozhat, hogy mikor. fgy itt szerepelnek a
komplex szdmokra, a véges testekre és a polinomokra
vonatkoz6 alapismeretek.
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A konyv tobb ponton eltér — részben didakti-
kai megfontoldasokbdl, részben az alkalmazasok
szem elGtt tartdsa okdn — a szokdsos targyalds-
modtdl. Példaként emlitem a determindns fo-
galmdnak kétféle megkozelitését, a pszeudoin-
verz vagy a szinguldris érték és vektor fogalma-
nak targyalasmodjat, ill. olyan témak hangsu-
lyosabbé tételét, mint amilyen az egyenletrend-
szerek optimélis megoldadsa vagy a linearis al-
gebra alaptétele.

A konyvben minden igyekezetem ellené-
re nagy valészintiséggel el6fordulhatnak hi-
bak.
re felhividk a figyelmem, de egyéb megjegy-

El6re is héaldsan koszonom, ha ezek-

zéseket, véleményeket is szivesen fogadok a
wettl.ferenc+LA@gmail.com imélcimen.

Koszonetnyilvdnitds Szeretném  koszonetemet
kifejezni Horvath Erzsébet, Lukdcs Erzsébet,
Kiss Sandor, Kiironya Alex, Milkovszki Tamds
és Szép Gabriella kollégdimnak, akikkel egytitt
tanithattam linedris algebrat, és akik tobb otle-
tiikkel, gondolatukkal is hozzdjarultak e konyv
anyagahoz, valamint koszonom Nagy Gabor
Péter és Ronyai Lajos biztatdsat és tdmogaté-
sat. Nagyon koszonom Lukécs Erzsébet, Kiss
Sandor, Stubnya Gusztavné, Bacsé Gabor, Téth
Imre Péter, Ferenci Tamads, Kutas Péter és Mol-
ndr Zoltan segitségét, akik a konyv egy-egy ré-
szét atolvastdk és értékes megjegyzéseikkel se-
gitették munkdmat. Végiil haldsan koszonom a
Typotex Kiadé munkatarsainak segitségét, gon-
dossagét és tiirelmét.

Wettl Ferenc





