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és Könyvterjesztők Egyesülésének tagja.
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• Paralelepipedon térfogata és előjeles térfogata 33 • Vegyes szorzat 33

Vektorok koordinátás alakban 36
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Sor- és oszloptér változása elemi sorműveletek közben 99 • Bázis és a bázisra vonatkozó
koordináták 100 • Dimenzió és rang 102 • Kiegészítés bázissá 104 • Alterek metszetének



✐

✐

“0k-teljes-no” — 2023/6/1 — 20:50 — page 6 — #3
✐

✐

✐

✐

✐

✐

6
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A mátrixműveletek definíciói 117

Táblázatok összeadása és skalárral szorzása 117 • Mátrixok 118 • Elemenkénti
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• Lineáris funkcionálok 213 • Műveletek lineáris leképezésekkel 214 • Izomorfizmus 216

• Véges dimenziós terek jellemzése 217

Lineáris leképezések mátrixai 219

Lineáris leképezés megadása 219 • Lineáris transzformáció mátrixa adott bázisban 221

• Mátrixok hasonlósága 224 • Hasonlóságra invariáns tulajdonságok 225 • Lineáris leképezés
mátrixa adott bázispárban 226 • Lineáris leképezés és transzformáció jellemző adatai 228
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telműsége . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

4.35. Függetlenség és a Wronski-determináns . 197

4.37. Determinánsok szorzata blokkmátrixban 198

4.38. 2× 2-es blokkmátrix determinánsa . . . . 199

4.40. Mátrix plusz diád determinánsa . . . . . . 199

5.5. Lineáris leképezés ekvivalens definíciói . 205

5.6. Altér képe altér . . . . . . . . . . . . . . . 206

5.7. Lineáris Rn → Rm leképezések = mátrix-
leképezések . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208

5.8. Síkbeli forgatás mátrixa . . . . . . . . . . . 209

5.9. Síkbeli tükrözés mátrixa . . . . . . . . . . 209

5.11. A 3 dimenziós tér eltolásai . . . . . . . . . 210

5.13. A képtér és a magtér altér . . . . . . . . . 211

5.15. Vetítések jellemzése . . . . . . . . . . . . . 212

5.18. A nyom lineáris funkcionál . . . . . . . . 213

5.19. Szorzat nyoma . . . . . . . . . . . . . . . . 213

5.20. Összeg, skalárral szorzás, kompozíció . . 214

5.21. Lineáris leképezés inverze . . . . . . . . . 214

5.22. Mátrixleképezés inverzének mátrixa . . . 215

5.25. Injektív lineáris leképezések . . . . . . . . 216

5.27. Izomorfizmusok kompozíciója és inverze 216

5.28. Véges dimenziós terek jellemzése . . . . . 217

5.29. Lineáris leképezés hatása egy bázison . . 219

5.31. Lineáris transzformáció mátrixa . . . . . . 221
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6.59. n különböző sajátérték . . . . . . . . . . . 285

6.60. Diagonalizálhatóság és a multiplicitások . 285

6.63. Blokkdiagonális mátrixok és invariáns al-
terek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289

6.71. Jordan-tétel . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294

6.74. Jordan-tétel lineáris transzformációkra . . 294

6.75. J− λI hatványainak rangja . . . . . . . . . 296

6.76. A Jordan-normálalak egyértelműsége . . 297
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Bevezetés

Apró emlékeim a megértésről Sok éve, az akkor
legkiválóbb mérnökhallgatómat megkérdeztem,
hogy mik voltak a tananyaggal a félévi tapaszta-
latai. Néhány tartózkodó mondat után egy vá-
ratlan, számomra teljesen érthetetlen mondattal
lepett meg: „A lineáris algebrát nem lehet ér-
teni.” Tudása meghaladta a jelestől elvárt szin-
tet, ami számomra azt jelentette, hogy kiváló-
an értette az anyagot. Kételkedésemet sem-
mi magyarázattal nem kívánta eloszlatni, végül
csak annyit tett hozzá: „Az analízist lehet érte-
ni, az szép.” Mára érteni vélem, mire gondolt.
Pl. a függvény határértékének vagy folytonos-
ságának Cauchy-féle definíciója sok diák szá-
mára nehezen érthető, de magáról a fogalomról
van valami elképzelése. Akár tudja, akár nem
a definíciót, akár jók, akár zavarosak a megfo-
galmazásai, sejti, miről van szó. De nincs ez
így például a determinánssal. Aki megtanul-
ta azt, hogy „az első sor elemeinek mindegyi-
két szorozd meg a hozzá tartozó előjeles alde-
terminánssal és vedd az összegüket”, az ezzel
könnyen elélhet, hibátlanul megoldhat felada-
tokat, de úgy érzi, nem ért belőle semmit. Majd
amikor e fogalomra építve olyan egyenletrend-
szert fog megoldani a Cramer-szabállyal, melyet
már általános iskolában is meg tudott oldani,
csak akkor még értette mit miért csinál, megerő-
södik benne a vágy, hogy csak adjanak neki re-
cepteket kaptafafeladatokra, azokat bevágja, és
ne gyötörjék azzal, hogy érti-e mit csinál.

Egy másik mérnökhallgatóm sokszor megbu-
kott, lényegében semmit nem értett az anyag-
ból, viszont mindent bemagolt, így a félév utol-
só pótvizsgáján mindig átment hatalmas erőfe-
szítése jutalmaként. A két évet lezáró szigorlat
szóbeli részére egy elégséges írásbelivel jött, ami
felkínálta egy könnyű, néhány kínai szövegként
bemagolt tétel belekérdezés nélküli meghallga-
tása utáni elégséges esélyét. De magam számá-
ra is váratlanul belekérdeztem egy hibátlanul
visszamondott tétel tartalmába. Meglepetésem-

re a hölgy saját szavaival válaszolt, és jól. Fel-
bátorodva egyre másra visszakérdeztem, hogy
érti-e amit mond, és kiderült, két év embert pró-
báló magolása után összeállt a fejében az egész.
Ritkán látni embert olyan boldognak, mint őt,
amikor megmondtam, hogy a szóbelije jeles lett.

A 80-as évek elején fiatal oktatóként kérdőre
vontam az egyik kar dékánját, hogy az oktatá-
si reformjában miért csökkentette a matematika-
órák számát. Azt válaszolta, hogy „mert szük-
ségünk van időre, hogy megtaníthassuk a diá-
kokat gondolkodni”. Ellenvetésemre, hogy épp
a matematika az, ami ezt teszi, röviden annyit
mondott, hogy a „matematika csak kaptafákat
ad nekik, gondolkodni mi tanítjuk őket”.

A fenti, és még néhány egyéb tapasztalat ar-
ra sarkallt, hogy megfogalmazzak néhány elvet,
amit e könyvben is követni igyekszem:
• az egyszerű kaptafák megtanulása ne a cél,

csak egy segédeszköz legyen az anyag elsajá-
tításában;

• sokak számára a megértésben fontos a „kéz-
zelfoghatóság”, aminek nem kell (bár lehet) a
matematikán kívülről származnia;

• érdemes még a matematika iránt kevéssé fo-
gékonyak számára is érthető belső motiváló
megközelítéseket keresni az új témák, fogal-
mak bevezetéséhez;

• a matematikán kívüli alkalmazásokkal óva-
tosan kell bánni, a reklámon túl (használja a
deep learning, a kvantumfizika, a kódelmé-
let, a digitális jelfeldolgozás, . . . ) csak akkor
hasznos élni velük, ha segítik a matematikai
tartalom megértését.

Kinek készült ez a könyv és miért Ez a könyv fő-
iskolai és egyetemi BSc és MSc szintű lineárisal-
gebra-kurzusokhoz készült. Szemléletében eltér
a Magyarországon eddig megjelent hasonló té-
májú tankönyvektől. Megírását és a több tekin-
tetben is újfajta megközelítést az alábbi tények
indukálták:
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• a hallgatók mind hozott tudásukat, mind
matematikai képességeiket tekintve hetero-
génebbek, mint korábban;

• a felsőfokú oktatás változó szemlélete na-
gyobb hangsúlyt fektet az alkalmazásorien-
táltabb tudás megszerzésére, ami hatással
van a tananyag összeállítására és a szükséges
kompetenciák kijelölésére is;

• a matematika felsőfokú oktatásával foglalko-
zó nemzetközi kutatások eredményei (David
Carlson, Charles Johnson, David Lay, A. Du-
ane Porter: The Linear Algebra Curriculum
Study Group recommendations for the first
course in linear algebra, College Mathematics
Journal, 24, 1993, 41–46), a számítógép hasz-
nálatának elterjedése új oktatási szemlélet ki-
alakítását kívánják.
A következőkben áttekintjük a könyvben kö-

vetni szándékozott elveket.

Didaktikai célszerűség A könyv megírásakor fő
célunk az volt, hogy a lineáris algebra abszt-
rakt fogalmait a lehető legegyszerűbben, leg-
érthetőbben vezessük be. Sosem a legáltaláno-
sabb megfogalmazás, a legaxiomatikusabb fel-
építés, a matematikailag legtömörebb tárgyalás-
mód megtalálása volt a cél, hanem a didakti-
kai célszerűség, a hallgatók többsége számára
a hatékony tanulhatóság elérése. Ehhez a leg-
fontosabb eszköz a fogalmak megfelelően moti-
vált bevezetése a lineáris algebra klasszikusnak
számító tárgyalásmódját gyakran jellemző égből
pottyant definíciók helyett.

Moduláris szerkesztés A könyv anyagát igye-
keztünk modulárisan, apró egységekre bontva
megszerkeszteni, ezzel nemcsak az áttekinthe-
tőségét növelni, de a többcélú, különböző szin-
tű, különböző időtartamú kurzusokhoz való al-
kalmazását is megkönnyíteni.

Alapfogalmak korai bevezetése Tapasztalataink
szerint a lineáris algebra alapfogalmainak meg-
értetésében nem elég hatékonyak sem azok
a kurzusok, melyek az egyszerű mátrix-,
determináns-, sajátérték-számítási technikákkal
kezdődnek, majd hirtelen az absztrakt fogal-
makra (vektortér, lineáris leképezés, . . . ) vál-
tanak, sem azok, melyek absztraktabb szintről

indulnak, például amelyek nem mátrix, hanem
lineáris leképezés alapúak.

Az absztrakt gondolkodásban kiválóak szűk
csoportját leszámítva a hallgatók gyorsabban és
mélyebb ismeretekhez jutnak, ha az absztrakt
fogalmakkal konkrét esetekben már korábban
megismerkednek, és az absztrakt fogalomalko-
tás valóban absztrakció, és nem kinyilatkoztatás
útján történik. Ezért a lineáris algebra legtöbb
fontos, e könyvben tárgyalt fogalmával az első
fejezetekben találkozik az Olvasó, az általános
fogalomalkotás csak ezt követi.

Fokozatosság A könyv egészen elemi – az első
fejezetekben középiskolás szintig visszanyúló –
tárgyalásmóddal kezdődik, melyet egyre össze-
tettebb, nehezebb anyagrészek, és fokozatosan
egyre tömörebb tárgyalásmód követ. A külön-
böző szintű kurzusokon való használhatóságot
segíti, hogy a megcsillagozott szakaszok vagy
paragrafusok egy első kurzusban átugorhatók.

Célok kijelölése Minden szakasz elején megfo-
galmazzuk azokat a minimális célokat, melye-
ket az Olvasónak, vagy egy kurzus ebből tanuló
hallgatójának az adott tananyagrész elsajátítása
után el kell érnie. A szokásos mondatkezdő „A
hallgató képes lesz” típusú mondatkezdéseket
elhagytuk. A célokat egy-egy H jelzi.

Többirányú megközelítés A lineáris algebrai is-
meretek is megközelíthetőek több különböző
módon. E könyvben a matematikailag pre-
cíz tárgyalásmód szándéka mellett a következő
megközelítésekre helyezünk hangsúlyt:

1) Procedurális megközelítés: Az absztrakt
összefüggések megértését segítő elemi, konkre-
tizáló, szemléltető számítási példák a procedurá-
lis gondolkodásban erősebb, a valamifajta kéz-
zelfoghatóságot igénylő hallgatók segítségére.

2) Vizuális megközelítés: A geometriai intuíci-
óra és a vizualizáció lehetőségeire több témában
is építünk.

3) Számítógépes megközelítés: Margószéli meg-
jegyzésekben programkódokat mellékelünk és
számítógép használatát igénylő opcionális fel-
adatokat is kitűzünk. Az erre fogékony hallga-
tóknál ezek segíthetik a tananyag jobb megér-
tését. E könyvben a lineárisalgebra-kalkulátor-
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ként is használható, a műszaki számításokban
általánosan használt mátrixalapú, GNU-licenszű
MATLAB-klónt, az Octave-ot (octave.org), va-
lamint a legegyszerűbben elsajátítható, igen
népszerű, az adattudományban, így a lineáris
algebra modern alkalmazásaiban is erős Python
nyelvet (python.org) használjuk. Mindkettőt in-
teraktív módban mutatjuk be, de a letölthető
fájlokban csak a forráskód van. Más szabadon
hozzáférhető matematikai programokat is szí-
vesen ajánlunk az Olvasó figyelmébe. Kiemel-
jük közülük a Python alapú Sage nevű kom-
puteralgebra-programot (sagemath.org), és az
online számításokra alkalmas, ingyen használ-
ható, de előfizetéseket ajánló – a kommerciá-
lis Wolfram nyelvre épülő – wolframalpha.com

weboldalt, de jól használható a statisztikai szá-
mításokra készült GNU-licenszű R nyelv is
(https://www.r-project.org/).

Feladatok A könyvben a részletesen kidolgo-
zott mintapéldák mellett feladatok is van-
nak. Ezek többségének eredményei, megoldá-
sai egy szabadon letölthető pdf-állományba ke-
rülnek. A nehéznek számítókat csillaggal jelöl-
jük (pl. 2.11.⋆), a számítógéppel megoldandó felada-
tokat a képernyőre emlékeztető kis téglalappal
(pl. 2.12. ), a fontosabbnak ítélt feladatokat egy
díszponttal (pl. 2.13.•). A feladatok közt sze-
repel néhány ún. projekt, mely az anyaghoz
kapcsolódó, extra ismeretanyagot is tartalma-
zó néhány feladatból áll. A számítógépprogra-
mok és egyes feladatok megoldásai letölthető-
ek a www.typotex.hu oldalról, a Typotex Kiadó
honlapjáról.

A könyv felépítése A könyv első két fejezetét a
lineáris algebra két fő forrásának tanulmányozásá-
ra szántuk. E két forrás jól jellemezhető egy-
egy alapfogalommal: a vektorral és a lineáris
egyenletrendszerrel. Egyikük geometriai, mási-
kuk algebrai jellegű. E fogalmakat az Olvasó
általános- és középiskolás tanulmányaiból már
ismeri. E részben ezekből kiindulva, de a lineá-
ris vektortér absztrakt fogalmának ismerete és a
mátrixműveletek bevezetése nélkül közel jutunk
a lineáris algebra mélyebb fogalmaihoz.

A következő két fejezet a lineáris algebra két
klasszikus elemi témáját, a mátrixokat és determi-

nánsokat tárgyalja. Megszívlelve a „Linear Al-
gebra Curriculum Study Group” ajánlásait, e
rész az első lineárisalgebra-kurzus középpont-
jába helyezi a mátrix fogalmát, de sok könyv-
től eltérően a mátrixok algebrája mellé helyezi
a mátrixok hatásának geometriai szemléletét is.
E különböző megközelítések reményünk szerint
segíteni fogják az absztraktabb fogalmak megér-
tését.

Ezután következik – emelve az absztrakció
szintjét – a lineáris leképezések tárgyalása. Itt ju-
tunk el oda, hogy a vektortér absztrakt fogalmá-
val is megismerkedünk. E szakasz át is ugorha-
tó egy első kurzuson. A hatodik fejezet témája
a diagonalizálás, az egyik legfontosabb egyszerű-
sítő eljárás. Ennek kulcsfogalmai a sajátérték és
sajátvektor. Az utóbbi fogalmának általánosítása
vezet a Jordan-féle normálalakhoz, mely a diago-
nalizálhatóságtól független strukturális leírását
adja a mátrixnak, ill. a lineáris leképezésnek. E
téma tipikusan már egy második kurzus vagy
MSc-kurzus anyagába tartozik, mint ahogy e fe-
jezet utolsó szakasza, a mátrixfüggvények is, me-
lyek vizsgálatában a Jordan-normálalak kulcs-
szerepet játszik.

A hetedik fejezetben az euklideszi terekkel, a
merőlegesség és távolság fogalmaival, a legkisebb
négyzetek elvével és az inkonzisztens egyenlet-
rendszerek optimális megoldásaival, valamint a
numerikus számításokban kulcsfontosságú or-
togonális mátrixokkal és leképezésekkel ismer-
kedünk. A nyolcadik fejezet erre építve az orto-
gonális diagonalizálást és annak két bázisra vonat-
kozó változatát, az SVD-t, valamint az előbbihez
kapcsolódóan a kvadratikus alakokat vizsgálja.

A kilencedik fejezet a hosszúság fogalmának
általánosítását, a normát és a sebesség fogalmá-
hoz kapcsolódó differenciálhatóságot tárgyalja,
valamint a differencia- és differenciálegyenlet-
rendszerek alapismereteibe ad egy lineáris al-
gebra felőli megközelítést.

A tizedik fejezet az alkalmazásokban fontos
nemnegatív és speciálisan a sztochasztikus mát-
rixokat tárgyalja. Végül azok az algebrai alap-
ismeretek kerültek az utolsó fejezetbe, melyek
anyaga valahol szükségessé válik, de kurzuson-
ként változhat, hogy mikor. Így itt szerepelnek a
komplex számokra, a véges testekre és a polinomokra
vonatkozó alapismeretek.
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A könyv több ponton eltér – részben didakti-
kai megfontolásokból, részben az alkalmazások
szem előtt tartása okán – a szokásos tárgyalás-
módtól. Példaként említem a determináns fo-
galmának kétféle megközelítését, a pszeudoin-
verz vagy a szinguláris érték és vektor fogalmá-
nak tárgyalásmódját, ill. olyan témák hangsú-
lyosabbá tételét, mint amilyen az egyenletrend-
szerek optimális megoldása vagy a lineáris al-
gebra alaptétele.

A könyvben minden igyekezetem ellené-
re nagy valószínűséggel előfordulhatnak hi-
bák. Előre is hálásan köszönöm, ha ezek-
re felhívják a figyelmem, de egyéb megjegy-
zéseket, véleményeket is szívesen fogadok a
wettl.ferenc+LA@gmail.com ímélcímen.

Köszönetnyilvánítás Szeretném köszönetemet
kifejezni Horváth Erzsébet, Lukács Erzsébet,
Kiss Sándor, Küronya Alex, Milkovszki Tamás
és Szép Gabriella kollégáimnak, akikkel együtt
taníthattam lineáris algebrát, és akik több ötle-
tükkel, gondolatukkal is hozzájárultak e könyv
anyagához, valamint köszönöm Nagy Gábor
Péter és Rónyai Lajos biztatását és támogatá-
sát. Nagyon köszönöm Lukács Erzsébet, Kiss
Sándor, Stubnya Gusztávné, Bacsó Gábor, Tóth
Imre Péter, Ferenci Tamás, Kutas Péter és Mol-
nár Zoltán segítségét, akik a könyv egy-egy ré-
szét átolvasták és értékes megjegyzéseikkel se-
gítették munkámat. Végül hálásan köszönöm a
Typotex Kiadó munkatársainak segítségét, gon-
dosságát és türelmét.

Wettl Ferenc




