10.1. A matrixok grafjat folrajzolva latjuk, hogy csak
A reducibilis, igy az nem is primitiv, a tobbi irredu-
cibilis. A B métrix pozitiv, igy primitiv is. C> = I,
igy C3" = I, tehat C egyik hatvanya sem lesz pozitiv,
tehat C imprimitiv. A D matrix ugyan irreducibilis,
de négyzete

2 0
DZ=|0 1
0 1

I )

mér nem, igy a D?" hatvényok sem, tehat D egyik
hatvanya sem lesz pozitiv, igy D is imprimitiv. Fontos
megjegyezni, hogy ugyan D?-nek van pozitiv elem a
féatlojan, de ez nem implikalja hogy D primitiv, mi-
vel maga D? nem irreducibilis! Az E matrix irredu-
cibilis és a f64tl6jan van pozitiv elem, ezért primitiv.

Az F matrixra F? irreducibilis és van a f6atléjan pozi-
tiv elem, ui.

0 416 0
FF=| 0 73 273,
672 0 736

igy F? primitiv, de akkor F is.
Ha a legkisebb k kitevét keressiik, melyre F pozi-
tiv, akkor az 6todik hatvanyig kell elmenni:

6429696 3634176 7042048
11375616 12859392 14843936 > O.
5870592 17334272 12859392

F =

E helyett sokkal egyszertibben is eljarhatunk: elég ui.
csak azt nézni, hogy egy hatvinyban egy elem 0 vagy
nem, azaz az F helyett csak azzal a logikai értékeket
tartalmazé F matrixszal kell szamolni, melyet F-b6l
agy kapunk, hogy a pozitiv elemeket 1-re cseréljiik
(1, ha az elem pozitiv, 0, ha nem). igy a matrix-
szorzdsokban végzett elemek kozti szorzasok helyett
az ‘és’ (AND), az 6sszeaddasok helyett a "vagy’ (OR)
logikai mfiveletet elég elvégezni. E szamolassal az
F-hatvanyok elemeinek pozitivitasa leolvashaté a ko-
vetkez6 sorozatbdl:

0 0 1 010 10 1
10 1| — 1 1 =11 11
010 10 1 01 1
[0 1 1] 1 1 1]

S 1 1] =111
11 1 11 1

Tehat innen is lathato, hogy F° > O, vagyis F primi-
tiv. Ha csak a primitivitds eldontése a feladat, még
e szamolason is sokat gyorsithatunk, ha mindig az
el6z6 eredményt emeljiik négyzetre. Ekkor persze
nem tudjuk meg, hogy melyik az a legkisebb hatvany,
amely mar pozitiv. Az F métrix esetén a kovetkez6
sorozatot kapjuk:

0 01 010 011 111
101, —-101 1= |1 1 1] —=1]1 11
010 1 01 111 111
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Eszerint F8 > O, tehat F primitiv.

a) E példa tanulsagait 0sszefoglaland6 elstként ki-
emeljiik, hogy a primitivitds eldontésében gyak-
ran elég az adott matrix helyett az annak megfele-
16 0-1-matrixot vizsgalni, és sziikség esetén a mat-
rixszorzasban az elemek kozti szorzast az OR, az
Osszeadast az AND miiveletre cserélve szdmolni.

b) A C matrixhoz hasonléan megmutathat6, hogy a
permutédlé métrixok nem primitivek.

c) Nyilvanvalé, hogy ha egy nemnegativ matrix k-
adik hatvénya pozitiv, akkor minden k-nal na-
gyobb hatvanya is pozitiv. A C és D matrixoknal
ezt kihasznaltuk azzal, hogy mutattunk végtelen
sok nem pozitiv hatvanyt, mellyel bizonyitottuk,
hogy nem primitiv.

d) A D matrix azt mutatja, hogy irreducibilis matrix
hatvanya lehet reducibilis, kizarva ezzel annak le-
het6ségét, hogy primitiv legyen.

10.2. Ha a gréfja egyetlen Hamilton-kor, akkor irre-
ducibilis, ha tobb diszjunkt koérre bonlik, akkor redu-
cibilis. Ha az n X n-es permutdlomatrix sajatértékei
kiadjék az 6sszes n-edik egységgyokot, akkor irredu-
cibilis, egyébként reducibilis.

10.3. Legyen "<+’ az a reldci6 az A métrix G gréfjanak
csticsain, mellyel i <+ j, ha i-b&l vezet iranyitott ut j-
be és vissza. Vilagos, hogy e relacio ekvivalenciarela-
cié, igy megad a G graf csticsain egy osztalyozast. Vi-
lagos, hogy barmely két osztaly kozott legfeljebb csak
egy irdnyba mehet él, ha ugyanis mindkét irdnyba
menne, akkor egyetlen osztéllyd olvasztana azokat.
Igy egy tjabb gréfot konstrualhatunk, melynek cst-
csai az osztalyok, két cstics kozott meg irdnyitott él,
ha a megfelel6 osztdlyok kozott fut él. Vildgos az is,
hogy e graf kormentes, ui. egy kor egyetlen osztallya
tenné a benne szerepl6 osztalyokat. Egy kormentes
graf (erdd) cstcsai sorszamozhaték dgy, hogy min-
den osztalybol csak nagyobb indextibe vezessen él.
Legyen tehdt Gi, Gy,..., Gy a G ersen Osszefiiggd
osztalyainak olyan indexelése, hogy ha G;-b&l vezet él
Gj-be, akkor j > i. A G cstcsait ezek utdn gy inde-
xeljiik at, hogy az indexek kiosztasat G;-gyel kezdjiik
(azon beliil tetsz6legesen), Gy-vel folytatjuk,.... Az
atindexeléssel kapott graf a PAPT matrix gréfja lesz,
ahol P a csticsok atindexelésének megfelel6 permuta-
16 matrix. PAPT a feladatban megadott blokkfels6ha-
romszog-matrix alakd.

10.4. A feladatban megadott métrix és grafja:

01 0 0

00 1 0 e
| 0

110 0 \e
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Megmutatjuk, hogy 1-b&l az 1-be nem lehet pontosan
(n —1)? 1épésben eljutni, de barmely két pont kozott
vezet épp (n—1)2 +1 = n? — 2n + 2 hosszt irdnyi-
tott at. Az 1 — 1 1t legalabb egy n és néhdny n — 1
hosszu korbél allhat, de x(n — 1) + yn = (n —1)?, az-
az (x+y)(n—1) +y = (n—1)?> nem oldhaté6 meg
0 <x <n 1<y < n-—1egészekkel, masrészt
x(n—1)+yn = (n—1)% +1 megoldhaté: x = n — 2,
y=1

Hai # 1, j # 1, akkor i-b&l j-be vezet k hosszu tt,
ahol 0 < k < n. Epp (n —1)? + 1 lépésben tigy jutha-
tunk el i-bél j-be, ha el6szor megtessziik a k hosszt
utat, majd (n — 1)? + 1 — k lépésben eljutunk j-b6l j-
be. Ez élljon x szdmt n — 1 hossza és y szdmu n
hosszt korutbdl. Felirva az utak 6sszhosszdt majd
atrendezve kapjuk, hogy

k+x(n—1)+yn=(n—-1)2+1
(x+y)(n—-1)+y+k—1=(n-1)>=~

Ennek megolddsa k = O esetén y = 1, x = n — 2,
k=1lesetén x = n—-1,y = 0. k > 2 esetén az
y+k—1=n—-16ésaz x+y = n—2 egyenléségek-
boly=n—késx=n—-2—-y=k—1

Végiil az 1 — j at megkaphatd, ha az n — j utat
megkonstrudljuk, és a kezdé 1épést nem n-bol, hanem
1-b6l inditjuk. Az i — 1 Gt az i — 2 Gtbdl hasonléan
konstrudlhaté meg.

10.5. Sajatértékek: 10, 3, 3, a 10-hez tartozo6 jobb sa-
jatvektor: u = (5,9,11), bal sajatvektor: v = (4,2,1),
a két Perron-vektor: p = 21—5(5, 9,11),q = %(4, 2,1).

10.6. A hatarértéket az u = (5,9,11) és v = (4,2,1)
jobb és bal sajatvektorokkal is szdmolhatjuk p és q
helyett, mivel az 1-normaikkal egyszerfisithetiink:

g’ wt 1|0 105
1P 4 2 1
10.7. Mivel a min{5/4,6/6,7/5} = 1, ezért a

Collatz-Wielandt-tétel szerint spektralsugara is leg-
alabb ennyi. (Vagy a tételbeli masik képlettel: mivel
ac(465) < A-(465) = (56,7) egyenltlenség-
ben c lehetséges maximuma 1, ezért a spektralsugar
legaldbb 1.)

10.8. Mivel D~ = diag(1/x1,...,1/xy), ezért kovet-
ve az Otletben leirtakat, a 10.16. tétel els6 képlete a
feladat els6 képletét adja. A DAD ! matrixbél a méa-
sodik képletet kapjuk.

10.9. A 10.8. feladat els képlete az els6, a masodik
képlete a masodik matrixrél azt adja, hogy a mini-
mum és a maximum is 10, igy a spektralsugar 10,
tehat 10 a domindns sajatérték mindkét esetben, és x
a hozza tartoz6 sajatvektor — az els6 esetben a jobb, a
masodikban a bal. (Gondoljuk meg!)

10.10. Az irreducibilitis eldonthetd a matrixokhoz
rendelt szomszédsagi grafokkal:

Yh,

R; irreducibilis, mert a graf er6sen Gsszefiiggs, azaz
barmely csticsb6l barmely masikba el lehet jutni ira-
nyitott Gton. Ry reducibilis, hisz példaul nem indul
irdnyfitott él a kovetkez6 halmazokb6l a komplemen-
teriikbe: {6}, {3}, {1,5}, {2,4}, {1,5,6}, {2,3,4}.....
Igy igen sok olyan P permutalé matrix van, amelyik
R;-t a kivant alakba viszi. Koziiliik legegyszertibb az
identikus maétrix, hisz Ry, mér a kivant alaku:

0000 1]0
000 10/0
001000

IR,I" =R, =

2 271010 0 00
100 0 0/0
0000 01

Az R; maétrixnak nyilvanvaléan jobb és bal sajat-
vektora az 1 sajatértékkel az 1 vektor, igy p = q =
%(1, 1,1,1,1,1). Mivel Ry nemnegativ és irreducibi-
lis, ezért a Frobenius-Perron-tétel szerint a spektrél-
sugarhoz, mint sajatértékhez tartozé sajatvektor az
egyetlen sajatvektor, mely pozitiv elemti. Ebb6l ko-
vetkezik, hogy a spektralsugér 1.

Mdsik megoldds a feladat médsodik részére:

A 1 0 0 0 0
0-A 1 0 0 0
0 0-A 1 0 0
det®Ri—AD=| o 5 4 1 o =A0—1.
0 0 0 0-A 1
1 0 0 0 0-A

A karakterisztikus polinom gyokei a hatodik egység-
gyokok, melyek az 1-sugart koron vannak, tehdt 1 a
spektralsugar. A spektralsugar valéban sajatérték, és
a A = 1-hez tartoz6 sajatvektor u = (1,1,1,1,1,1).

10.11. A hdrom matrixhoz az alabbi grafok tartoznak:

Ennek alapjén az els6 grafban az {1,4}, a masodik-
ban az {1,3,4}, a harmadikban a {2} halmazbdl nem
érhetd el a tobbi pont. A pontoknak egy olyan atsor-
szamozasat keressiik, melyben e pontok a tobbi utan
kovetkeznek, ui. 4ltaldban, ha az

{1,2,...,kk+1,...,n}

halmazban az els6 k pontba nem futéla {k+1,...,n}

csticshalmazbol, akkor a szomszédsagi matrix [é Y]



alak lesz. Az els6 grafban példdul a 3-2-1-4 sorrend

jo, hisz az {1,4} halmaz elemei vannak hétul, amit a

1234 g o
(357 1) permutdci6 megvalosit:

o = O O
_ o O O
O R =k O

1
1
1
1

S O = O
OO O
Y
O =) = O
O = O O
O O = O
o O O
_ o O O

A masodik esetben példaul j6 a 2-1-3-4 sorrend,

hisz az {1,3,4} halmaz elemei vannak hatul, amit a

1234 s o
(313 31) permutici6 megvalosit:

0100/|1011)|0100
1000|1111 (1000| _
0010{|1011[[0010]|
0001|1011 |0001

Végiil a harmadik métrixnal j6 az 1-4-3-2 sorrend, igy
a 2 elem van héatul, amit az (]33 %) permutaci6 meg-
val6sit:

1000{f1 1111000
0001||0100||00O0T1|

0010[ (11110010
0100/(|1111]{0100

A példabeli permutdlé matrixok mindegyike szim-
metrikus, igy P = PT. A balrdl szorzé permuta-
16 maétrix az egységmatrixbol a megadott permuta-
ci6 sorokra val6 alkalmazéséaval, mig a jobbrol szorzé
matrix az oszlopokra valé alkalmazasaval hatarozha-
t6 meg, de elég csak az egyiket megadni, a masik a
transzponaltja.

10.12. El6szor belatjuk, hogy ha az n-edrendii A mat-
rix részmatrixai kozt van olyan s x t méreti zérus-
matrix (s sor és t oszlop metszetében), hogy s +t =
n + 1, akkor minden kigyéban van 0. Az aldbbi abra
szemléltetésiilazn =5,s =t =3,3+3 =5+ 1 esetet
mutatja a bal als6 sarokbeli zérus részmatrixszal:

Tegytik fel, hogy van egy kigy6, mely nem metsz be-
le ebbe az s x t-es részmatrixba. A kigy6 elemei le-
gyenek 1-esek, minden mas elem 0. Ekkor a kijelolt
t oszlopban t egyes, a kijelolt s sorban s egyes van,
ezek szdma igy n + 1, ami ellentmondés, hisz egy ki-
gyonak n eleme van.

Forditva: teljes indukciéval megmutatjuk, hogy ha
A minden kigy6jdnak van nulleleme, akkor A rész-
matrixai kozt van olyan s x t méretti zérusmatrix,
melyre s+t =n+1. Az 1 x 1-es métrixokra az allitas
teljestil. Tegytik fel, hogy minden (n —1) x (n—1)-es
matrixra is igaz. Valasszuk ki az A maétrix egy nem
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a;j # 0 elemét (ha ilyen nincs, kész vagyunk). Ha
az i-edik sort és a j-edik oszlopot elhagyjuk, olyan
(n—1) x (n — 1)-es matrixot kapunk, melynek min-
den kigyojdban van zérus, hisz ezek az a;;-vel kigyok
az A-ban. Az indukcibs feltevés szerint e részmat-
rixnak van s’ x #/ méret(i zérus részmatrixa, melyre
s+t = n. A sorok és oszlopok permutacidjaval hoz-
zuk az A métrixot olyan alakra, hogy e részmaétrix a
bal als6 blokkban legyen. Ekkor tehdt a métrix alakja

s’ t
s’ X
t (0] Y

Az X és Y négyzetes matrixok, és X barmely kigyo-
ja kiegészitve Y barmely kigydjaval és a;;-vel az A
egy kigyodjat adja, melyben van zérus. Ha Y-ban van
olyan kigy6, melyben nincs 0, akkor X minden kigyo-
jaban van, és forditva, igy feltehetd, hogy X minden
kigyo6jdban van 0. Ekkor X-ben van olyan s” x t" mé-
ret(i nullmatrix, melyre s” + " = s’ + 1. E matrixot a
sorok és oszlopok permutdcidjaval X bal als¢ sarkdba
rendezve a kovetkez6 elrendezést kapjuk:

s/ t

S
S//

O t”

|
t o ! Y
|

Igy egy olyan s” x (¢ + ") méretti zérusmatrixot ka-
punk, melyre s” +t' +t' =s' + 14+t =n+1, azaz
azs =s",t =t + 1" valasztas a bizonyitand6 méret(i
nullmaétrix létezését igazolja.

10.13. Tobb megoldas is lehetséges. Ezek egyike:

3 4 3 1 0 0 010
2 5 3/=3(01 0/+3(0 0 1
S5 1 4 0 0 1 1 0 0
0 0 1 01 0 0 0 1
+2]0 1 Of+.1|1 0 Of|+.1]1 0 O
1 0 0 0 0 1 01 0

10.14. Legyen A duplan sztochasztikus. Ha A per-
mutalé matrix, akkor kész vagyunk, tegytik tehat fel,
hogy A nem permutdlé6 matrix. Ekkor van olyan
a;,j, eleme, melyre 0 < 4;; < 1. Ekkor az i;-dik
sorban van (legaldbb) egy olyan a4;;, elem, melyre
0 <a;;, <1. Ekkor a j-dik oszlopban van olyan a;,,
elem, melyre 0 < a;,j;, < 1. Folytatjuk ezt az eljrast
ugy, hogy amikor tj sort vagy oszlopot vélasztunk az
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olyan legyen, amelyikben még nem jartunk. Ez az el-
jaras véges sok lépésben véget ér, mert egyszer egy
olyan helyzetbe jutunk, melyben olyan sor vagy osz-
lop maradt, melyben jartunk. Példdul az a; ; elem
utdn csak olyan 0 < a;,; < 1 elem maradt, hogy a
ji oszlopban mar jartunk, vagy az a;,_, ; elem utdn
csak olyan 0 < Bjj, < 1 elem maradt, hogy az i; sor-
ban mar jartunk. Ekkor taldltunk egy olyan K kort a
matrixban, melynek csticsaiban 0 és 1 kozé esd sza-
mok vannak. Indexeljiik at e kor cstcsait gy, hogy
a K-ban 1év6 elemek koziil a legkisebb kapja az i1j;
indexet, igy

K= {alijlf Aiyjor Bigjor -+ - s Aigjier Aigfy b

és a;j = min{a; € K}. Legyen B az A-val azo-
nos rend{i matrix, melyben minden b;; = 0 kivéve
a K csticsaival azonos indexti elemeket, ahol legyen
bij, =10bj,, =-1,t=12...k-1)ésb;, ; = -1
Az A = A — g;,j; B matrix szinten duplén sztochasz-
tikus, legalabb eggyel tobb 0-eleme van mint A-nak,
és amelyik poziciéban egy elem Aj-ben pozitiv, ott
A-ban is pozitiv elem van. Ha A; permutal6é matrix,
kész vagyunk, az 1-eseknek megfelel6 helyen A-ban
egy pozitiv kigy6 van, ha nem, folytatjuk az eljarast
megkonstrudlva az Aj,... matrixokat. Az eljards vé-
ges lépésben egy pozitiv kigyét ad.

A konkrét A métrixban példaul a kévetkez6 mat-
rixsorozat talal pozitiv kigyot:

30 4 3
01 0 0 .
A= 00 3 7 (mina;; = .3)
7 0 3 0
(0 0 4 6
01 0 0 .
— A = 0 0 6 4 (mma,-jf.4)
10 0 0
(0 0 0 1
0100
“A= 1 0 1 0
1000

10.15. a) A labirintus alaprajzdra konnyen odakép-
zelhetjik a grafot, és mindjart leolvashatjuk réla az
attérés matrixat:

oy

>|®

A periédus 2, P irreducibilis, de nem primitiv, két sa-
jatérték van a spektralkoron: 1 és —1. A Markov-lanc

allapotai egyetlen visszatérd osztilyba tartoznak. Az
1-hez tartozé bal Perron-vektor a stacionéarius vektor:

S O NI
S O NI

1 0 0
2 1 1 2n+1 _
P = (0 % % , P =P,
0 3 2
ezért limy_seo P2 = P2, lim;,_,0o P21 = P 6
P2‘rl_|_P2‘rl+l 1
Iim —— = - 1
n—oo 2
1
b) A masik labirintusra:
— _ |1 1
P=1|; 5 0
ot i

A gréf er6sen Osszefliggd, és matrixdnak foatléjaban
van nemzérus elem, igy P primitiv, aperiodikus, az-
az periédusa 1, a spektralkoron csak az 1 sajatérték
van (a tovabbiak —% + Q). A Markov-lanc allapo-
tai egyetlen visszatér6 osztalyba tartoznak. Az 1-hez
tartozo bal Perron-vektor, azaz a staciondrius vektor

= (12,4) lgy
1 1 21
imP"=-11 2 1
n—roo 4
1 21

Tehét a Markov-folyamat — vagy masként fogalmazva
a robotegér — varhatéan az id6 felében a 2-es dllapot-
ban - szobdban — van, a negyedében az 1-esben és
negyedében a 3-asban.

10.16. a)

| A
Ond

A periédus 1, mivel a grafban van 2 és 3 hosszti kor
is és ezek legnagyobb kozos osztéja 1. P irreducibi-
lis és igy primitiv. A Markov-lanc allapotai egyetlen
visszatér6 osztalyba tartoznak. Az 1-hez tartozé bal

Perron-vektor a staciondrius vektor: m = (%, %, %),

S NI O
O N =

18y

1 2 2
1 2 2
1 2 2

b) A Markov-lanc gréfja és atmenetmatrixa

@ I

1
lim P" = =
n—oo

—_ O O O
O NI= O NI
O O = O
O NI= O NI

A grafban van 2 és 4 hosszt kor, igy periédusa 2. Igy

a spektralkoron 1évo sajatértékek az 1 és a —1. Tovab-
bi sajatérték kétszeres multiplicitassal a 0.



P irreducibilis, de nem primitiv. A Markov-lanc
allapotai egyetlen visszatérd osztalyba tartoznak. Az
1-hez tartozo6 bal Perron-vektor a staciondrius vektor:

T = (%, %, %, %) Mivel n > 0 esetén

P27l — PZVH—l —

O NI= O NI
Ni—= O NI—= O
O NI= O NI
Ni—= O NI= O
Ni—= O N= O
O NI= O NI
Ni—= O N= O
O NI= O NI

ezért limy_sco P?" = P2, lim,,_y00 P2"11 = P2, tovabba

P2n +P2n+1 1
R

[ G Y

1 1
1 1
1 1
1 1

_ = e

A robotegér tehat varhatdéan ideje
mindegyik szobédban.

negyedét tolti

10.17. a) A graf és az dtmenetmatrix

A periddus 2. A sajatértékek a spektralkoron 1 és
—1. A P reducibilis, hisz a {2,3}-b6l nem lehet az
{1,4}-be jutni. Az utébbi halmaz dtmeneti, az eléb-

N O O O
O = O NI
Ni= O = O
O O ONI-

bi visszatérd osztdly. A cstcsok dtsorszamozésa utan
kapott graf matrixa, azaz a

o O = O
o = O O
_ O O O
o O O
S = ONI-
o O OoON-
_ O O O
o O O
o O = O
o = O O
\

N O O O
N—= O = O

matrixszorzat is igazolja a reducibilitast. Jeldlje e
matrixot B. Err6l a sajatértékek is leolvashatok egy-
szerfi fejszamolassal: +1 és +1. Egyuttal az is latha-
t6, hogy a G grafon a {2,3} osztaly bédzisosztaly, mas
bazisosztaly nincs, igy az aszimptotikus tulajdonsa-
gokat is ez hatarozza meg. A P métrix 1 sajatértékhez
tartozo6 bal Perron-vektora, azaz a staciondrius vektor
T = (0, %, %,0). A hatvanyokat valamivel egyszertibb
P helyett a B-vel szdmolni egyszerti indukciéval:

0 5% 0 1-5% 0001
1 1
L0 1-L 0 |nse|0010
BZVI_ 22n 2271
oo o 1| “looo1l
0 0 1 0 0010
S 01 o 0 0010
0 sir 0 1—sis| 150|000 1
B2+l — D2n+1 22n+1 )
0 0 1 0 —“loo1o0
0 0 0 1 0001

Ebbdl a limy—seo %(BZ’1 + B?"*t1) és a sorok és oszlo-
pok permutacidjéval a lim, 0 3 (P?" + P2"*+1) hatér-
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érték is leolvashat6. Ezt persze a staciondrius vektor-
bdl is tudtuk:

PZn + P27‘L+l 1
am, 2 2

o O O O
[ S Y
[ Y
o O O O

b) A Markov-lanc gréfja és atmenetmatrixa

| 01 0 0 0

— 1 1
00 3 0 2

—— ] P=1(0 0 0 1 0

@ 7@@ 000 0 1
10 0 0 0

A gréf er6sen Osszefiiggd, van benne egy 3 és egy 5
hosszu kor, igy a periédus Inko(3,5) = 1, tehat a P
primitiv, a spektralkorén csak az 1 az egyetlen sajat-
érték. A hozza tartozo bal Perron-vektor, azaz a sta-
cionarius vektor r = %(2, 2,1,1,2). A Markov-lanc

2 X

dllapotai egyetlen visszatér$ osztdlyba tartoznak.

2 21 2 2

1 2 21 2 2

IimP'=-12 2 1 2 2
n—o00

2 21 2 2

2 21 2 2

10.18. A Markov-lanc gréfja és dtmenetmdtrixa

@ 0120002
(6) (2) 0081000
P=10000100

] 000O0OO0OT10O0
CHON® Loooone

A graf er6sen Osszefiigg6, van benne 4 és 6 hosszu
iranyitott kor, de pdaratlan hosszd nincs, igy a pe-
riédus Inko(4,6) = 2. A Markov-lanc éllapotai
egyetlen visszatérd osztdlyba tartoznak. A staciona-
rius eloszlas, azaz az 1-hez tartozo6 bal Perron-vektor
% (2,2,1,1,1,2,1), igy a P" hatvanyok 4tlaganak ha-
tarértéke

177 1
o 1
Jm P = T 1o

N NMNDNDNDNDNDDN
N NN DNDNDNDDN
| Y
_ o e e
= e e e e
N NN DNDNDNDDN
O Y Y

(2n)
if
=0, hai+jparos,

Mivel P?" esetén e matrix elemeire P

(2n+1)
ij

=0hai+j

paratlan, mig P?"*! esetén p
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ezért
™ 01 0 1 0 1]
02010 20
201 010 1
1imP2":10201020,
n—co 5
201010 1
0201020
2 0101 0 1]
0 2 0 1 0 2 0]
201 010 1
(0201020
im P11 =212 01 0 1 0 1
n—o0 5
0201020
201010 1
0 2 01 0 2 0]

10.19. A Markov-lanc gréfja és dtmenetmatrixa

A graf nem ersen Osszefiigg6, igy a P matrix redu-
cibilis. Az egyetlen bazisosztédly {3,4,5}, periédusa
2, igy a P matrixé is 2. Az {1,2,6,7} 4tmeneti osz-
taly, periédusa 3. Az egyetlen bazisosztdly nem pri-
mitiv, az 1 és a —1 sajatértékek vannak a spektralko-
ron. A staciondrius vektor 7t = (0,0, %, %, %, 0,0), ami
kifejezi, hogy a Markov-lanc aszimptotikusan az id6
hanyad részében melyik allapotban van, egytttal ez
megadja a

I A e Y ="
hmf(P +P ):hmf ZP
n—oo 2 n—oco 1 =

Il

|
O O O O O oo
O O O O O oo
I Y =y SOy Y
NN DNDNDNDDNMNDN
| Gy
O O O O O oo
o O O O O O o

hatarértékeket. A pdaros és a pdratlan hatvanyok ha-
tarértékének meghatdrozasa tobb szamoldst igényel,

|@| 00000 0 1
1 1
loloooo

G 0001000

a P=100 40100
_ 0001000
1 1
()3 2 000500
| | 0 2000 %o

ami szamitégéppel is segithet6:

0014100
0014100
;0030300
imP*=-10 0 0 6 0 0 0],
n—oo 6
0030300
0014100
002220 0f
0 022 2 0 0]
0022200
(0006000
lmP¥1 =210 03 03 00
n—00 6
0006000
0022200
001410 0

10.20. A bizonyitdst N = 2 esetre mutatjuk meg, de
nagyobb N esetén is hasonl6an mtikodik. Az atme-
netmaétrix legyen P, és keressiik az Xx'P=x" megol-
désat, azaz az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektort. A
P matrix és a (PT — I)x = 0 egyenletrendszer alakja

pn priz O
P=|py p2 ps|l ~
0 px2 p33
(p11 —1D)xg + P21X2 =0,
p12x1 + (p22 — 1)x2 + p3x3 =0,

p23xz + (p3z —1)x3 = 0.

Mivel P sztochasztikus, azaz sorvektorainak sszege
1, ezért a kovetkez6 atalakitasok adédnak az egyiitt-
hatématrixon:

(11— 1 p21 0
P12 p2—1 P32
| 0 P23 p33— 1|
[—p12 p21 0 |
— | P2 —pPa—P3 P32
L 0 P23 — P32
-—Plz p21 0
= 0  ps3 —px
0 0 0

Igy valéban x1p12 = x2p21 és Xppa3 = X3p3p. Egy tet-
sz6leges 0-t6l kiilonb6z6é x megoldast 1-norméjaval
osztva megkapjuk a 7t vektort.

10.21. A 10.20. feladat alapjan olyan x vektort kere-
stink, melyre X, p, y+1 = Xp41Pn+10- Legyen xg = 1.
Ekkor x1p10 = xopo1, azaz xi - % = xp -1, amib6l
x1 = 4. Hasonl6an folytatva, majd a végén az x vek-
tor 1-normajaval osztva kapjuk, hogy

X 1
7=—=-—(1,4,8,16,8).
1|1 37 )

10.22. a) (4/15,2/5,1/5,1/10,1/30) = 4(8,12,6,3,1),
b) (1/4,3/8,3/16,3/32,...,3/2k,...).



