1.1. a) Igaz. b) Hamis, példaul ha O = A, akkor
(ﬁﬂo = z@ mig ha O = B, akkor(ﬂ—kéﬁ =
. ¢) Igaz, az eredmény O valasztasatol fliggetleniil
. d) Igaz. e) Hamis, lehetnek ellenkez6 irdnytak
is. f) Igaz.
1.2. a) Igaz, hisz 0 = 0a barmely a-ra. b) Hamis.
c)Igaz. d) Igaz, pl. a=1-a+0-b. e) Igaz. f) Igaz.
g) Hamis, ha a, b és c¢ egy sikba esnek, de v nem
péarhuzamos e sikkal, akkor v nem 4ll el6 az a, b
és ¢ linedris kombindciéjaként. 1) Igaz. Ha a vek-
torok kozt ott a zérusvektor, akkor az a masik kett6
—-szorosdnak Osszege. Ha van a vektorok kozt két
nem péarhuzamos, akkos a sik minden vektora el6all
linedris kombindciéjukként, igy a harmadik vektor is.
Ha a vektorok mind parhuzamosak, akkor egyikiik
linearis kombindacidjaként megkaphat6 a masik kettd.
i) Hamis, pl. az a, a és ¢ vektorok koziil ¢ nem fe-
jezhetd ki a és a linearis kombindaci6jaként, ha a és ¢
nem parhuzamosak.
1.3. ,Ha az iranyitott szakasz a hal, akkor a vektor a
halraj.”
1.4. a) 2u+2v =4a, b) 3u — v = 2a +4b,
c)2u — %v: %a—&—%b.

1.5. a) 0, b) zﬁ, c) 5%, d) A—C), e) Zﬁ,f) Zﬁ,g) R
1.6. a)O,b)O,c)/ﬁ—fﬁ—Ef):zﬁ)—i—Cj—i—ﬁ:

CA+ AD + DB = CB.

i}ﬁﬁ)ﬁgﬁJp.ﬂrPHﬂ =
PPy +PyP3+ P3Py + ...+ Py, 1Py + PP = 0.
1.8. Eg)ﬁ> lelit;)seg a megoldésra, hogy megmutat-
juk, az OPy, OP,,.. OPn vektorokbol egy szabélyos
n-sz0g szerkesztheto, igy osszegiik 0. Egy elegdnsabb

és egyszer(ibb bizonyitast kapunk, ha meggondoljuk,
mi torténik az osszeggel, ha a Vektorokat 27/ n szog-

—
Plpn/

gel elforgatjuk. Mivel az elforgatds az OPk vektorokat
ciklikusan felcseréli, az 6sszeg nem valtozik, ugyan-
akkor elfordul. E feltételt csak a nullvektor elégiti ki.

1.9. A hdromszogmoédszerbol adédik, hogy ha a fen-
ti 4 kifejezés valamelyik 0, akkor a harom vektor egy
haromszoget alkot. Mésrészt vegyiink fel egy harom-
szoget és az egyik oldal irdnyitdsat rogzitsiik, legyen
ez az a vektor. Ekkor a masik két oldal iranyitdsara
Osszesen négy eshet6ség adodik, épp azok, amelyek
megfelelnek a feladatbeli négy esetnek.

1.10. Az el6z6 feladatbdl kovetkezik, hisz az els6 két
vektor 0sszege egyenld a harmadikkal.

1.11. Ha a két vektor egyirany, az eldéllitdsban sze-
repl6é c konstans egyszertien a v és a vektorok ab-
szolut értékének hanyadosa, ha ellenkez6 irdnytak, e
hanyados (—1)-szerese.

1.12. A bizonyitasnak a felbontas létezését biztosit6d
része konnyen leolvashaté az 1.17. dbrarél. A v vég-
pontjabdl htizzunk az a; és az ap vektorokkal parhu-
zamos egyeneseket. Az igy létrejott — esetleg elfajul
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— paralelogramma két oldala az el6z6 tétel szerint aj,
ill. ap konstansszorosa, melyek &sszege a paralelog-
ramma szabdly szerint épp v. Eldallitottuk tehat v-t
aj és ap linearis kombindcidjaként. Meg kell még mu-
tatnunk, hogy ez az el6allitds egyértelm@. Legyen

V = c1a1 + cpap = via] + voap.

a v vektor két el6allitdsa. Ekkor atrendezés utan
(c1 —v1)ay = (vp — cp)ap. Mivel a; és a; nem kol-
linedrisak, konstansszorosaik csak akkor egyezhet-
nek meg, ha mindkett6 a zérusvektor. Ugyanakkor
a; # 0 és ap # 0, ezért az el6z6 egyenlGség csak ak-
kor 4ll fénn, ha (¢; —v1) = (v —cz) = 0, azaz ha
c1 = v1 és ¢ = vyp. Tehdt a felbontés egyértelmi.

1.13. A v vektor V végpontjan at parhuzamos egye-
nest htizunk az a3 vektorral, mely az a; és ap vekto-
rok sikjat egy C pontban metszi (1d. az alabbi (a) ab-
ran). Az OC vektor az el6z6 tétel szerint egyértel-
muen el6dll a; és ap linedris kombindacidjaként, az-
az O = + 02 (Id. a (b) dbrdn). Masrészt
v = OV (TC}+ CV, ahol CV | a3, igy C_I} = c3a3
valamely c3 valdsra. Tehat v = cja; + cpap + c3as.

Be kell még latnunk az el6allitas egyértelmtiségét!
Tegytik fel, hogy

V = a1 + cpap + czaz = via] + vpap + v3as

a v két felbontasa. Ekkor (¢; — vq)a; + (cp — vp)ap +
(c3 —v3)az = 0. Igy ha ¢; # vy, akkor a; kifejezhet
ay és a3 linedris kombinacidjaként:

Ch) — 0 c3 — 0,
2-02, G303,

a; = —

€1 —01 €1 —01 }

Ez ellentmond annak, hogy a;, a; és a3 nem esnek
egy sikba. Igy tehét c; = v;. Hasonl6an kapjuk, hogy
¢y = vy és c3 = U3, azaz az (1.1) el6allitas egyértelm.

C3az R

ag al
@ - (b)
1.14. A C-b6l indul6 stlyvonal 1 (a+b), az A-bél in-
dul6 stlyvonal %b — a, az B-bdl induld %a —b. E
harom vektor 6sszege 0, igy lehetnek egy haromszog
oldalvektorai.

c1a1

1.15. Legyen a = (ﬂ) b = 6% és x mutasson az
AB egyenes valamely X pontjara, azaz legyen x =

OB + rBA valamilyen r valds szamra, tehat
x=b+r(a—Db), azazx=ra+ (1—r)b.

A fenti gondolatmenet 1épésein visszafelé haladva
lathat6, hogy minden val6s r szdmra az ra+ (1 —r)b
vektor végpontja az AB egyenesen van. Fogalmaz-
hatunk gy is, hogy az a és b vektorok végpont-
jan atmend egyenes Osszes pontjat pontosan azok az



1-2 VEKTOROK

ra + sb alakd linedris kombindciok adjdk, amelyek-
nél r+s = 1 (Id. az aldbbi abran, ahol egyébként
r=-05s=15).

r(a—Db) (r € R)

1.16. Megismételjiik az el6z6 feladat megoldését az-
zal a kiilonbséggel, hogy itt a BX = rlﬁ Osszeflig-
gés csak 0 és 1 kozé esd r értékkel lehetséges. Tehat
x = ra+ (1—r)b, ahol 0 < r < 1. Masként fogal-
mazva az a és b vektorok végpontjait 6sszekotd sza-
kasz Osszes pontjat pontosan azok az ra + sb alaka
linedris kombindciok adjdk, amelyekben r +s5 = 1 és
0 <r,s <1 (Id. az aldbbi abran).

1.17. Az els6 esetben: a) egy egyenesbe esnek, mert
az egytitthatok osszege 1, b) P az A ponthoz esik ko-
zelebb, mert (ﬁ egylitthatdja nagyobb, és c) P a sza-
kaszon kiviil van, mert nem pozitiv mindkét egytitt-
hato.

A masodik esetben a) A, B és P egy egyenesbe
esnek, mert az egytitthatok 6sszege 1, b) P az A pont-
hoz esik kozelebb, mert OA egyiitthatéja nagyobb, és
c) P a szakaszra esik, mert mindkét egytitthaté pozi-
tiv.

1.18. Ha |AP| : |PB| = m : n, akkor |AB| : |PB| =

(m+n):n,amib6l BP = ;. BA. De OP = O —i—B_l>D
ésﬂ:ﬁ—(ﬁ,igy(ﬁ’z(ﬁ-ﬁ-ﬁ((ﬁ_@)/

amib&l azonnal kovetkezik a bizonyitandé formula.
A felez6pontot az m = n = 1 esetben kapjuk, és ek-

kor(j)’: l(ﬁ—l—%(ﬁ.

1.21. a) igen, b) nem.

1.22. Igen, hisz mindhdrom egytitthat6 0 és 1 kozé
esik.

1.23. A preciz bizonyitdst mell6zziik, megelégsziink
az allitds szemléltetésével:

A

1.24. A preciz bizonyitast mell6zziik, megelégsziink
az allitas szemléltetésével:
C
P

A

1.25. A feladat szerint ¢ € R, pontosan akkor teljestil,
ha a R c. Tegyiik fel, hogy R, és R, nem diszjunkt.
Ha c egy kozos elemiik, akkor ¢ az a-val és b-vel is
reldaciéban van, azaz a R ¢ és b R ¢, de a szimmetria
miatt ¢ R b, a tranzitivitids miatt pedig az a R ¢ és
¢ R b relaciokbol kovetkezik az a R b. Ekkor pedig a
tranzitivitadst haszndlva barmely x elemere b R x-b6l
kovetkezik a R x, azaz x € R,-b6l kovetkezik x € R,
azaz Ry C R;. Az a és b szerepét megforditva kapjuk
Rs C Ry, tehdt R; = R;. Végiil be kell még latnunk,
hogy e halmazok unidja kiadja az egész X halmazt.
Ez igaz, hisz minden a elemre a R g, azaz a € R,.

1.26. a) és ¢) nem szimmetrikus, d) nem tranzitiv,
ezek egyike sem ekvivalenciarelaci6. b) és e) igen
(ut6bbi akkor, ha minden hallgaté csak egy évfolyam-
hoz tartozhat).

1.27. Tekintstink egy XB és egy ?D irdnyitott sza-
kaszt! Azt mondjuk, hogy ezek reldciéban vannak,
ha van egy olyan eltolas, mely A-t C-be, B-t D-be vi-
szi. E relaci6 ekvivalenciareldci6 (ellendrizziik), igy
egy osztdlyozast definidl az iranyitott szakaszok hal-
mazan. Egy ilyen osztélyt neveziink vektornak.

1.28. A vektor irdnya a félegyenesek, az allasa az
egyenesek halmazan — az el6z6 feladathoz hasonléan
az eltolassal — definidlt ekvivalenciareldci6 egy ekvi-
valenciaosztélya.
1.29. a) igaz, b) hamis, az egységvektor egyenesére
esd merdleges vetiiletének elbjeles hosszaval egyenld,
c) igaz, d) hamis (asszociativitasrél nem is lehet sz6,
mert a két szorzas miivelet egyike skaldris szorzas, a
masika skaldrral val6 szorzés az a(b - ¢) szorzatban),
e) igaz, f) igaz, g) hamis, 1d. még az 1.34. feladatot,
1.30.
a) |a||blcosy=1-2-1 =
b) |a||b|cosy =+v2-2-(—
c 1-2-(-1)=-2
d) 0, hisz merGlegesek (|a||b|cosy = v/2-2-0 = 0).
e) Az a vektor hossza V22 +22 = 2+/2, a b vektor
hossza V42 + 32 = 5, az a vektornak a vizszintes

1.

) ="2



racsvonalakkal bezért szoge 77/4, a b vektorndl e
sz0g szogfliggvényei cosy = %, siny = % Igy

cos( +E)*cos cos * — sin-ysin
V) T eosTeos s ysiny

32

tehat a skaléris szorzata-b = 2v/2-5- %% =2.

1.31. Legyenek a és ¢ nem parhuzamos vektorok, b
pedig tetsz6leges. Ekkor az (a - b)c szorzat parhuza-
mos a ¢ vektorral, mig az a(b - ¢) szorzat az a vektor-
ral, tehat (a-b)c # a(b - ¢).

132. )a-a—b-b=1a>—|b|?ba-a+2b-a—2a-
b=a-a=la]?

1.33. A Pitagorasz-tétel kovetkezményeként a és b
merd&legesek.

1.34. Ha a = 0 és ¢ = 0, akkor az X pontok kiadjdk
a tér Osszes pontjat, ha viszont ¢ # 0, akkor egyet-
len ilyen X pont sincs. Mivel e = a/|a| egységvektor,

ezért
(ci) i—(ci) a—c
la| /| |a|? '

ezért ha Y jeloli azt a pontot, melyre
— a
oY = CW,
akkor ﬁ}f -a = c. Az 6sszes olyan X pont, melyre
(j% -a =, az Y ponton dtmend és az a vektorra me-
réleges sik pontjaibol dll. Egyrészt ha X eleget tesz a
feltételnek, akkor

}W~a:((ﬁ/—0_>X)-a:(ﬁ/~a—O_>X-a:O,

tehat X e sik egy pontja. Masrészt, ha X e sik egy
o
pontja, akkor XY -a =0, igy

OX-a= O—)% a+XY-a
= ((ﬁ( + }6} a
_>
=0Y-a=g¢,
tehat X eleget tesz a feltételnek.
T
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1.35. Geometriai megoldads: a harom egységvektor
egy szabélyos haromszog harom oldalvektora azonos
koriiljards szerint iranyitva, mivel dsszegiik 0. Igy
hajlasszogiik 271/3 = 120°, tehat a vektorparok ska-
laris szorzata —%, igy az Osszeg —%.

Algebrai megoldés: (e; +ex+e3)-(e; +ep+e3) =
0,tehdt0 =e;-e; +ey-ep+e3-e3+2(e;-ey+eq-
e, + e; - e3). Kihaszndlva, hogy a vektorok egység-
vektorok, kapjuk, hogy e1 -ex +ej-ey+ey-e3 = —%.

1.36. Az 1.13. feladat szerint a v vektor megfelelé
konstans egytitthatokkal eldallithaté v = cja+ cob +
c3c alakban. Az egyenl6ség mindkét oldalat (skala-
risan) megszorozva v-vel, majd kihasznalva a feltéte-
lekbdl kovetkez6 a-v =b - v = ¢- v = 0 egyenl6sé-
geket, v-v = 0 adédik, ami csak gy teljestilhet, ha
v=0.

1.37. Mivel a- b = 2, |a| = 2v/2, ezért

. a-
proj, b = UL LY

8 4

mig az a-ra merdleges dsszetevd b — %a. Ezt mutatja
az alabbi 4bra.

d

1.38. Nem, legyen pl. a és b két egymadsra merdSleges

egységvektor, és ¢ = a —b.

1.39. a) hamis, nem kommutativ és nem asszociativ,

b) hamis, hisz (a — b) x ¢ = 0 akkor is fonnall, ha

a—Db || ¢, nem csak akkor, ha a—b = 0. ¢) igaz,

d) igaz, e) hamis, f) igaz.

1.40.

a) |laxb|=]a|]|b|siny=1-2- % =1

b) 0, hisz parhuzamosak (siny = 0, igy abszolat ér-
téke 0).

1.41. Jelolje P szomszédait Q, R és S.
a) Ekkor két lapatlo-vektor példdul a Iﬁ + ﬁ?{ és a
ﬁ + ﬁ vektorok. Ezek szorzata:

(@Hﬁ)(ﬁﬁﬁ) -
PO-PR+ PQ-P$+ PR-PR + PR-P§ =
PR.-PR—1.

Kihasznéltuk, hogy mer6leges vektorok skalaris
szorzata 0.
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b) Hasonl6an kaphaté meg egy lapatl-vektor és a
testatlo-vektor (P—Q) + PR+ ﬁ) szorzata:

(PG +PR) - (PG + PR + PS)
—P3-PO+PR-PR=2.

c¢) A Q, R és S cstcsok olyan sorrendben legyenek
megvalasztva, hogy I@, PR és DS ebben a sor-
rendben jobbrendszert alkosson. Ki fogjuk hasz-
nalni, hogy ekkor 1@ X 131% = 1@ . Egy élvektor és
egy szomszédos lapatl6-vektor vektori szorzata:

PO x (P + PR) =

PO x PO+ PO x PR =
0+ PS = PS,

vagyis a szorzat a két vektor lapjara merdleges él-
vektor.

d) Legyen a lapvektor a ITI%, a nem szomszédos
lapatlé-vektor PR + PS. Ezek szorzata:

P« (P4 75) =
PG < P+ P < S = 7% PR,

ami a lapétlo-vektor sikjanak masik lapatl6-vektora.

1.42. Hau L vésu L w,akkoru-v=0ésu-w =0,
igy barmely ¢,d € R szdmokra u- (cv + dw) =
u-(cv)+u-(dw) =cu-v+du-w=c0+d0 =0,
tehat u mer&leges a cv 4 dw linedris kombindciéra.

1.44. Egyik lehet6ség a megolddsra: ||bla] =
||la|b| = |a||b]|, ezért a paralelogramma-médszert egy
rombuszra kell alkalmazni. Egy masik lehet6ség: az
a/|a| és b/ |b| két egységvektor, igy Osszegiik szogfe-
lez8, mivel a paralelogramma-moédszer rombuszt ad.
E vektor |a||b|-szerese ugyantigy szogfelezd, és épp
ez a feladatbeli vektor. A masodik kérdés megvala-
szolasdhoz hasznéljuk az 1.18. példa eredményét!

1.45. A tiikor a kortiljérast cseréli f6l. Milyen irdnyo-
kat cserél fol, és milyeneket nem? A feladatban fol-
tett kérdés nem pontos, hisz egy vizszintesen a foldre
helyezett tiikor megforditja a lentet és fontet. Nem
cseréli fol a tiikor a sikjaval parhuzamos irdnyokat:
minden, a tiikor sikjaval parhuzamos vektor tiikor-
képe 6nmaga. Tehat, ha a tiikor el6tt dllunk, és a
tukor is fuggoleges, akkor a ,folfelé” irdny a tiikor-
képen sem valtozik. Viszont a tiikor folcseréli a tii-
korre mer6leges irdnyokat. Miel6tt megnézziik, hogy
hogy cserélédik fel a jobb és a bal, definidlnunk kell
mi az, hogy jobb és bal? Egy lehet6ség a definidlas-
ra: ha értelmezve van egy viszonyitdsi rendszerben
(pl. az emberi testhez képest, vagy a mozgé jarm-
ben,...) a fol és az el6re, melyek egymdsra merSleges
iranyok, akkor a jobb irdny az eldre x fol vektori szor-
zattal definidlhat6. Ennek képe a tiikdrben viszont
(—elbre) x fol = —jobb, ami épp a bal. Mivel hdrom

paronként merdleges vektor koriiljarasa nem volto-
zik mozgatas, forgatas kozben, ezért egy jobbrend-
szer képe mindig balrendszer lesz a tiikorben.

1.46. Bontsuk fel a-t az e-vel parhuzamos p és ra
merbleges m sszetevbkre. |e x a| = |a|sin(e,a)Z,
ami megegyezik |m|-mel. e X a merSleges e és a
sikjara, ezért (e x a) x e az e és a sikjdban van és
|(e x a) x e| = |a|sin(e,a)Z, igy (e x a) x e = m.
1.47. Az a+ b + ¢ = 00 egyenl6séget a-val vektoria-
lisan szorozva, atrendezés utan kapjuk, hogy

axataxb+axc=0,

amibdl a x b = ¢ x a. b-vel val6 szorzas utan kapjuk
aax b =Db x cegyenldséget.

Az 4llitds megforditdsa nem igaz, mivel barmely
harom kollinedris vektor esetén a xb = b x ¢ =
¢ x a = 0 akkor is, ha a+ b + ¢ # 00.

1.48. a) V, és a kortiljaras azonos. b) 4V, ésazu, v, w
kortiljarasa az a, b, ¢ koriiljardsaval ellentétes!

1.49. Jelolje a kocka egyik csticsdb6l indulé hdrom él-
vektorat i, j és k. E hdrom vektor ebben a sorrendben
alkosson jobbrendszert. Ekkor az el6z6 megjegyzés
szerint ijk = jki = kij = 1, kji = jik = ikj = —1.
Mivel a vegyes szorzat egy paralelepipedon térfoga-
tat vagy annak ellentettjét adja, ezért ha egy szorzat-
ban egy vektor tobbszor is szerepel, akkor annak érté-
ke 0. Pl jji = (i xj)-i=k-i = 0. A hdrom lapatl6-
vektor: i +j, j +k, k + i. Ezek vegyes szorzata

(A+]) x (+k) - (k+i)

= ijk +iji + ikk + iki + jjk + jji + jkk + jki

=1+0+0+0+0+0+0+1

=2,
tehat a harom lapatlé-vektor vegyes szorzata 2. Ez
azt is jelenti, hogy e hdrom vektor altal kifeszitett pa-
ralelepipedon térfogata 2.
1.50. a) Igen, b) nem, az origd kijelolése is sziikséges,
c) igen, d) nem, a szokdsos u - v = 101 + U0y + U303
csak ortonormalt bazisban érvényes,

1.51. a)  Ilyen  vektorok  nincsenek  (CBS-
egyenl6tlenségnek ellent mond), b)) u-v = -9

(Id. az 1.12 polarizdciés formulét), c) ilyen vekto-
rok a hdromszog-egyenl6tlenség miatt nem léteznek,
d)u-v = —4(ld. az 1.11 polarizaciés formulat), ) 17
(a 8, 15, 17 pithagordszi szamharmasok)

1.52.

a) a-b=3,axb=(3-3-3),

b) a-b=1,axb=(-2,-1,2),

¢ u-v=10,uxv=(—4,8 —4).

1.53. a) ©/2,b) ©/3,¢c) w/4,d) 3t/4,¢e) T/4,

1.54. a) 2.701, 154.76°, b) 1.91986226152, 110.0°.

1.55. a) egyenld oldald, b) tompa szogti (B cstcsndl),
c) derékszogti (C csticsndl).

1.56. arccos(1/+/n). n = 2 esetén 45°, n = 4 esetén
60°.



1.57. Kihaszndljuk, hogy proj, b =
mos és b — proj, b az a-ra meroleges osszetevo

a a parhuza-

Q) (4,6,—1) = (2,4,—4) + (2,2,3),
(5,-3,8) = (2,3,6) + (3,-6,2),

o (1,4,0,3) = (2,2,2,2) + (-1,2,-2,1),

d) (4,3,6,7) = (2,4,4,8) + (2,-1,2,—1).

1.59. Az adatsorok atlaga:

_ 14+2+3+4+5 __ 24+3444+5+6
x= - CTOTRTO g pSTITTOTY gy
5 5
z=y=4,igyaza;=x—X, b=y, —y,¢ci=2—2Z
értékekbdl képzett vektorok a = (—2,-1,0,1,2), b =
(-1,-2,0,2,1), ¢ = (1,2,0,—2,—1). A két korrelaci-

6s egytitthato
=P8 % g
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1.60. E feladat masként fogalmazva azt mondja, hogy
ha egy vektorrendszerben taldlunk olyan vektort,
mely a tobbi linedris kombindcidja, akkor a vekto-
rok barmely sorba rendezése mellett olyat is taldlunk,
mely csak az 6t sorrendben megel6z6 vektor(ok) line-
aris kombindcidja.

(=) Ha a; = 0, akkor t = 1, hiszen az a;-nél ki-
sebb indexti vektorok halmaza az tires halmaz, mely-
nek barmely linedris kombindci6ja a nullvektor, tehat
a; valéban a néla kisebb indextiek linearis kombina-
cidja.

Ha t > 2, akkor az aj, ay, ..., a; vektorok Gssze-
fligg6sége miatt vannak olyan c; konstansok, hogy

cia] +car + ... +crar = 0.

Biztos, hogy ¢; # 0, kiilonben mér az aj, ap, ..., a;_1
vektorok is linedrisan ¢sszeftiggtk lennének, és ez el-
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lentmond ¢ definiciéjanak. igy

c —Ci—
atf—lalJr—aer 4t

a1,

ami bizonyitja, hogy osszefiiggd vektorrendszerben
létezik ilyen vektor.

(«=) Ha létezik olyan a; vektor, mely a kisebb inde-
xtiek linedris kombinacidja, akkor e rendszer defini-
ci6 szerint linedrisan 6sszeftiggd. Ezzel bizonyitottuk
az allitast.

1.64. Teljes indukciéval a hdromszog-egyenlStlenség-
boL

1.66. Az |u|?> = u - u alkalmazasaval:

la+b|*+|a—b?
=(a+b)-(a+b)+
=(a-a+2a-b+b-b)+
=2[a]® +2|b%

(a—b)-(a—b)
(ara—2a-b+Db-b)

A tétel igazolhat6 elemi geometriai eszkozokkel is a
Pitagorasz-tétel felhasznaldsaval.

1.67. Hasznéljuk az |u + v| < |u| 4 |v| hdromszog-
egyenl6tlenséget az u = a — b, v = b — ¢ vektorokra.

1.68. Az |a|> = a - a behelyettesitésével majd a zar6-
jelek felbontasaval

3 (e vP —ju—vP)
= () @t = (@ V) - v)

(4u-v)=u-v.

»-M»—wM)—\

1.69. Mindkét Osszefiiggés a CBS-egyenlGtlenség
mindkét oldaldnak négyzetreemelése utdn kapott
egyenlétlenséggel ekvivalens. A b) esetén (x - y)?
Ix[[y[*



