2.1. a) igen, b) igen, c) nem, d) igen, e) igen, f) nem.
2.2. Mindegyik.
2.3. Mindegyik esetben ekvivalens a két egyenlet-
rendszer, mert azonos a megoldésaik halmaza.

a) Mindkét egyenletrendszer egyetlen megoldasa
x=2y=1

b) Mindkét egyenletrendszer lathatéan inkonzisz-
tens, igy a megoldasok halmaza az {ires halmaz.

c) Mindkettének (x,y,z) = (1,2,3) az egyetlen
megoldasa.

d) Barmelyik atalakithat6 a mésikba elemi sormi-
veletekkel, vagy mindkett§ azonos alakra hozhat6
elemi sormtiveletekkel, pl.

1 0 -08 1.8
0 1 22 —-12
2.4. a) Behelyettesités utan mindkét egyenlet 0 = 0
alaku, amit tetsz6leges x és y kielégit, igy az Osszes
(x,y) szdmpar megoldédsa az egyenletrendszernek.
b) x =1, y tetszbleges, azaz az osszes (1,y) alaku
szampdr megoldas.
c) A mésodik egyenlet behelyettesités utan 0 = 1
alakd, igy az egyenletrendszer inkonzisztens.
d)x =1,y =2, azaz (x,y) = (1,2) az egyetlen
megoldas.
2.6. a) Igaz, ez a szdm megegyezik a fGelemek sza-
maval. b) Igaz, ez a szdm megegyezik a f6elemek
szamaval. ¢) Hamis, van 1épcs6s alakja minden valés
matrixnak, de csak a redukalt 1épcs6s alak egyértel-
mi. d) Hamis. ¢) Igaz. f) Hamis, pl. a 31 matrix
lépcsés alakt, de nincs egészelemt redukalt 1épcsts
alakja.

1 01 0 -1 1 0 0 O 0
27.a4)|0 1 0 1 2(b)Jj0 1 0 1 2

0 0 0 O 0 0 01 0 -1
2.8. A sorcsere el6allithaté a beszorzas és a hozza-
adas segitségével, nevezetesen az S; <> S]- sorcsere
ekvivalens az

S; + S]‘, 5]' —-Si, Si+ Sj, —Sj,

elemi sormiiveletekkel. Ellen6rzésiil a matrixokon

val6 hatdsukat is megadjuk:

S; S; +5; s +5;
. S,+S,‘ Sj*S,‘ .
.
Sj S/' —S;
S; S
] ]
S,‘+Sl‘ X 751‘
—Si Sj
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2.9. Az elemi szamelmélet egyik alaptétele a ,legna-
gyobb kozos oszt6 reprezentacids tétele”, mely sze-
rint barmely két egész a és b szamhoz létezik olyan x
és y egész, hogy

Inko(a, b) = xa + yb.

Péld4ul Inko(6,10) =2 és az x = 2, y = —1 értékek-
kel 2 = 2.6+ (—1) - 10. Igy ha egy métrix elsé osz-
lopénak elemei 6, 10, 24, —40, 0, akkor a 251, S| — S»
sormiiveletek utdn az els6 sor els eleme 2, igy az el-
s6 oszlop nemnulla elemei eliminalhaték az S, — 551,
S3 — 1257, S4 + 2057 sormftiveletekkel. Ha az els6 osz-
lop elemei 6, 10, 15, akkor Inko(6,10) = 2, és a ma-
sodik sor els6 eleme az el6bbiek szerint eliminédlhato.
Ezutdn az els6 oszlop elemei 2, 0, 15, Inko(2,15) =1,
1=8-2+ (—1) -15,1gy a 851, S1 — S3, S3 — 1557 sor-
miiveletek utdn az els6 oszlop elemei 1, 0, 0. Ha ész-
revessziik, hogy Inko(6,10,15) =1és1 = 6+10—15,
akkor az S1 + S, — S3, S» — 1051, S3 — 1557 sorm{ive-
letek gyorsabban eredményre vezetnek.

Az x és y egylitthatok kiszdmolhatok a kiterjesz-
tett euklideszi algoritmussal (extended Euklidean al-
gorithm). Hasonl6 algoritmus létezik az egész- vagy
racionalis egytitthat6s polinomokra is.

2.10. Az eredmény 1 valdszintiséggel olyan matrix
lesz, melynek féatl6jdban 1-esek, egyebiitt 0-k van-
nak. Egy egyszer(i Octave-kod:

function egysegefl(n, t)
% n: matrix rendje, t: tesztek szama
count = 0; % szamlalo
for i = 1:t

a = rand(n, n);
if sum(diag(rref(a))) !=n
count += 1;
endif
endfor
count
endfunction

A redukalt 1épcsés alak kiszdmitdsa szadmitégéppel
lebeg6pontos szamdabrazolds esetén az elemi sorm-
veletek numerikus instabilitdsa miatt nem veszélyte-
len. Annak megtapasztaldsdhoz, hogy linedris kap-
csolat véletlen létrejotte fligg a szoba johet6 elemek
szamatol és a matrix rendjétsl, a csak egészeket hasz-
nalo aldbbi koéd tobbet ad:

function egysege(l, n, t)

%l: limit, n: matrix rendje, t: tesztek szama
count = 0; % szamlalo
for i = 1:t
a = randi([-1 1], n,
if sum(diag(rref(a)))
count += 1;
endif

endfor

n);
I=n

count
endfunction
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2.11. Az egyenletrendszernek és lépcsés alakjanak
bovitett matrixa:

0

_ O O =
OO ==
O ===
== O O
— NN =
o O O -
O O R -
O = ==
N = = O
—_ - o o
NN RN =

1
1
1
Legyen x5 = t, az utols6 egyenletbdl x4 = 1 — %t, a

harmadik egyenletbe val6 helyettesités utan x31 — +t,
a masodik egyenletbdl x, = ¢, végiil az els6 egyenlet-

bél x1 = —%t. Tehéat a megoldas
X1 —%t- -0 —%
X2 t 0 1
3| = [1-Lt| = |1 +¢t|-1
X4 1-1t 1 -3
X5 t 0 1

Az x4 = t paramétervalasztds esetén az eredmény:

X t—1 -1 1
X —2t+2 2 -2
x3| = t = 0| +t

X4 t 0 1
x5 -2t 42| 2 -2

2.12. Egyetlen elemi sormtivelet vildgossa teszi, hogy
az egyenletrendszer inkonzisztens:

1 1 1|4 1 1 1 4
-1 1 —-1]2 S4—451 -1 1 -1 2
2 1 211 2 1 2 1
4 4 4|1 0 0 0| —15
2.13. Az elemi sormfiveletek:
7 14 -21|7 1 2 =-3]1
1 2 =-3|1 %51@%54 1 2 -3]1
5 10 15 |5 1 2 31
3 6 —-9|3 1 2 -3]1
=5 |1 2 =-3|1 1 2 -3|1
S3—51
Si=8%1 0 0 0|0 N 00 110
00 6|0 00 0|0
00 0|0 00 0|0
Innen a megoldas:
x 1-—2¢ 1 -2
y| = t = (0] +¢t| 1
z 0 0 0

E feladat arra példa, hogy abbdl, hogy az egyenle-
tek szama tobb az ismeretleneknél, nem kovetkezik,
hogy az egyenletrendszer inkonzisztens. S&t, mint
latjuk, akar végtelen sok megolddsa is lehet!

2.14. (x,y,2z) = (19/3,—-2,2/3) az egyetlen megoldas.
E feladat arra példa, hogy abbdl, hogy az egyenle-
tek szdma tobb az ismeretleneknél, nem kovetkezik,
hogy az egyenletrendszer inkonzisztens.

2.15. Az egyenletrendszer inkonzisztens.

X1 [2—s—t
216, x2| _ 1+s—3t
X3 S
X3 L t
2 -1 -1
- ! +s ! +t -3
|0 1 0
0 0 1

2.17. Mindegyik egyenletrendszert kiilon-kiilén is
megoldhatndnk, de felesleges ismétlésektl mentesii-
link, ha a szimultdn egyenletrendszerek kozos bévi-
tett matrixdn szamolunk.

a) Hasznaljuk a Gauss—Jordan-mdédszert:

211052;%>S12
5 3(0 1 0

[2 1] 1 o}slsz{z ol 6 —2};51
— 2

NI—

0 1|-5 2 0 1|-5 2

1 0| 3 —1]
0 1|-5 2|

Az els egyenletrendszer megolddsa x = 3, y =
—5, amasodiké x = -1,y = 2.

b) Az els6 egyenletrendszer ellentmondésos, a mé-
sodik megoldésai x =1 — %t, y =t, ui.

2 1|1 2 | mef |1 3|0 1
4 210 4 0 01 0|
c) A megoldésok leolvashatok a bovitett matrix re-
dukalt 1épcsds alakjabol:

11 1]1 0 1 00| 1 -1
1 23las5 2101 0/-=3 =3
12 2[1 1 00 1| 3 4

2.18. a) Igaz. b) Hamis, az egyenletrendszer megold-
hat6sdga nem fiigg az egyenletek szamatol. Az isme-
retlenek szdmdndl akar kevesebb, akar tobb egyen-
letbdl 4ll6 rendszer akar konzisztens, akdr inkonzisz-
tens is lehet. c¢) Igaz. d) Igaz, a nullvektor mindig
megoldas.

2.19. Az ekvivalencia egyik irdnya egyszertien iga-
zolhat6: ha két linedris egyenletrendszer matrixai, pl.
az [Ala] és a [B|b] sorekvivalensek, azaz elemi sor-
miiveletekkel az egyik a madsikba vihet6 ([Ala] —
[B|b]), és [B|b] redukalt lépcsés alakja [X|x], akkor
az [A|a] matrixé is ugyanez, igy azonos az egyenlet-
rendszerek megolddsa. S6t az is igaz, hogy ha az
egyik egyenletrendszer inkonzisztens, akkor a masik
is. Az allitds megforditdsaval azonban tobb nehézség
adodik. (Itt hasznos lehet, ha magunk észrevessziik
a feladat pongyola megfogalmazését, de ez a hiba-
jegyzékbe is bekertilt. E feladat kitfizése itt azt a célt



szolgdlja, hogy vegyiik észre a nehézségeket, és gon-
dolkodjunk azon, hogy milyen ismeret hidnyzik ah-
hoz, hogy ezt az allitast igazolni tudjuk. Tekintsiik
e feladatot motivaciénak e fejezet tovabbi részéhez,
ahol megismertink minden sziikséges eszkozt a teljes
bizonyitashoz.)

Els6 kérdés: mit értiink két matrix sorekvivalenci-
4jan? PL az

x+y=1

x+y=1,
4 x+y=1

egyenletrendszerek nyilvan ekvivalensek, hisz meg-
oldashalmazuk az (1 —¢,t) vektorokbol &ll, ugyan-
akkor elemi sormftiveletekkel bévitett matrixaik nem
vihet6k egymasba, hisz kiillonb6z6 a rendjiik. Tehat
pontositanunk kell az allitast, két dolgot tehetiink:
(1) az elemi sorm{iveletek kozé vessziik a zérussorok
elhagydsat és hozza vételét, (2) kikotjiik, hogy csak
azonos szamu egyenletbdl 4116 egyenletrendszerekrdl
van sz6. Az els6 eset dltalanosabb eredményt kindl,
érdemes lehet azt megtartani.

Masodik kérdés: Mi a helyzet az inkonzisztens
egyenletrendszerekkel? Pl. az

x+y=1
x+y=2

x+2y=1
0=1

egyenletrendszerek inkonzisztensek, de egytitthato-
matrixaik nyilvan nem sorekvivalensek, ami redukalt
1épcsés alakjukrol konnyen leolvashato:

1 1 0 1 2 0
0 0 1|’ 0 0 1|’

Tehéat az allitds egyik fele nem igaz inkonzisztens
egyenletrendszerekre!

Harmadik kérdés: mit mondhatunk az egyenlet-
rendszerek ismeretlenjeir6l? Az nyilvdn mindegy,
hogy hogy nevezziik az ismeretleneket. Az aldbbi két
egyenletrendszer megolddshalmaza azonos, neveze-
tesen az (1 — t, t) vektorokbdl 4ll:

x+y=1, x1+x=1.
Ha viszont pl. az els6 egyenletrendszer ismeretlenjei
X, y és z, akkor a megolddshalmaz (1 — t,¢,s), ahol
s,t € R. Igy a kovetkezéképp pontosithat6 a bizonyi-
tand¢ 4llités:

Két azonos szdmu ismeretlennel rendelkezé valés
egyiitthatés konzisztens linearis egyenletrendszer
pontosan akkor ekvivalens, ha bovitett matrixaik
barmelyike atvihetd a mésikba ekvivalens atalakita-
sokkal, azaz elemi sormftiveletekkel és sziikség ese-

tén zérussorok torlésével vagy hozza vételével.

Negyedik kérdés: hogy jellemezhet6 egy egyenlet-
rendszer megolddshalmaza, és hogy donthet6 el két
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halmazroél, hogy azonosak? Az alabbi két halmaz pél-
daul azonos, de ezt vajon hogy igazolhatjuk:

2 1 0 1 1 1
1| + [0 s+ |1]¢ 21+ |—1|s+ (1] ¢?
3 1 1 3 0 2

Otodik kérdés: ha azonosak a megoldashalmazok,
hogyan igazolhat6, hogy a bévitett matrixok egymas-
ba alakithatok. A valaszon elgondolkodhatunk a to-
vébbiakban, de legkésébb e fejezet végén, a linearis
algebra alaptétele (2.98. tétel) utan térjiink vissza, és
csak akkor olvassuk el az alabbi bizonyitast, ha addig
nem sikeriilt rjonniink!

Legyen a két egyenletrendszer b&vitett matrixa
[Ala] és [B|b], redukalt 1épcsss alakjuk [A’]a’], ill.
[B'|b’]. Ha a két egyenletrendszer ekvivalens, azaz
megoldashalmazaik azonosak, akkor N'(A) = N(B),
hisz a megolddshalmaz a nulltér eltoltja. Akkor vi-
szont S(A) = S(B) és igy S(A’) = S(B’) is fennall.
S6t, S(A’[a’) = S(B'|b’), ha ugyanis itt nem allna
egyenl6ség, akkor az

a/

b/

A/
B/

egyenletrendszer inkonzisztens lenne, mikozben
megolddsa azonos az eredeti egyenletrendszerek
megoldésaval. Igy [A’|a’] sorvektorai linearis kom-
bin4cidjaként elallithat6 [B’|b’] minden sorvektora,
és viszont, azaz zérussorok hozza vételével és torlé-
sével, valamint elemi sormtiveletekkel elvégezhet6k a

kovetkez6 atalakitasok:

a/

0

a/

b/

A/
'B/

A/
o

(0]
B/

0

A'la') - o

— [B'|b'].

Tehat ekvivalens 4talakitdsokkal az egyik egyenlet-
rendszer atvihet6 a masikba:

[Ala] — [A'[a] — [B'[b'] — [B|b].

2.20. Igen, a megoldés a) (2,-2,3). b) (0,—1,5).

2.21. Ha az egyenletrendszernek van legalabb harom
sora, akkor — mivel barmely két szomszédos sor kii-
lonbsége azonos — az els6 két sor linedris kombindci-
6jaként megkaphat6 az 6sszes tobbi, igy nem tudunk
n > 2 esetén n fiiggetlen egyenletbdl all6 n isme-
retlenes egyenletrendszert folirni, hogy csak egyetlen
megoldasa legyen. Ha n = 2, akkor a b&vitett matrix

és annak lépcs6s alakja
. 1 1 1
0 1 2’

ahol a tetszbleges, d # 0. Innen a megolddsvektor
(—1,2). (Két ismeretlen, de ketténél tobb egyenlet
esetén, d # 0 mellett két fliggetlen egyenlet lesz, me-

lyek ugyanezt a megolddst adjak).

a+2d
a+5d

a a+d
a+3d a+4d
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2.22. Mind a négy egyenlet megfelel6 helyettesitéssel
a kovetkez6 linearis egyenletrendszerre vezet:

2X4+2Y =8
3X+ Y=4

Ennek megoldédsa X = 0, Y = 4. Innen a) (x,y) =
(0,16), b) két megoldds van: (0,2) és (0, —2), ¢) ez az
egyenletrendszer nem oldhaté meg, mivel a e* = 0
egyenlet nem oldhat6 meg, d) ez az egyenletrendszer
sem oldhaté meg, mivel a cosx = 4 egyenlet nem
oldhat6 meg (a valds szdmok korében).

2.23. Jelolje az 1, 5 és 10 Ft-osok szamat rendre x, y
és z. A feladat a kovetkez6 egyenletrendszerre vezet:

(2.6)
(2.7)

Ennek megolddsai (x,y,z) = (% + %t, 22—1 - %t, t). A
10Ft-os érmék szama legfljebb 5, igy elég a t =
1,2,...,5 értékeket kiprobélni. Az egyetlen megol-
das, amely pozitiv egészekbdl 4ll, azaz ahol minden
érme darabszdma pozitiv egész: x =3,y =6,z = 2.
(Ha észrevessziik, hogy csak tgy kaphatunk egész
megoldasokat, ha t néggyel osztva ketté maradékot
ad, akkor a t = 2 eseten kiviil mas megoldas nem is
johet széba.)

x+ y+ z=11
x+2y+5z2=>53

2.24. 10gigaflops = 10 - 10° flops, igy
n® +1000n = (10*)® +1000(10%) = 10" 4107,
n3 —100n? = (10%)% — 100(10%)% = 10'2 — 101,

vagyis (102 + 107)/10'° 100.001, ill. (10'% —
10'%)/10'% = 99 mésodperc a két futasi ids.

2.25. a) igaz, b) hamis, de pl. ortonormaélt bazisban
igaz, c¢) igaz, d) hamis, a sik normalvektora (4, B,0),
e) igaz, ui. az

(x,y,z,w) = (1,-1,0,0)t + (0,0,1,—1)s

explicit egyenlet egy sik egyenlete, f) igaz, g) igaz, ha
(x1, %2, x3, x4, x5) jeloli az alakzat egy altalanos pont-
jat, h) igaz, példdul az x = 0, y = 0 egyenletrendszerfi
sik, és z = 0, w = 0 egyenletrendszer( sik egytlen ko-
zds pontja a (0,0,0,0) pont.
2.26. Egy tetsz6leges P(x,y,z) pont harmadik koor-
dinatdja megegyezik a rajta atfektetett és az els6 két
koordinétatengellyel parhuzamos sik harmadik koor-
dinétatengellyel val6 metszéspontjanak koordinataja-
val. Ezért a feladatbeli sik minden pontjanak (a,b,5)
a koordinatas alakja, ahol a és b valésok, masrészt az
ilyen alakti pontok mind e sikon vannak. Tehat olyan
egyenletet keresiink, amelyben az ismeretlenek x, y
és z, tovdbba x és y értéke tetszbleges valds szam, z
pedig csak 5 lehet.

Implicit egyenlet a z = 5, azaz Ox + 0y +z = 5, az
explicit vektoregyenlet és explicit egyenletrendszer

X=s s
y=t ¢és

z =25,

N R
|

2.27. a) Tobb megoldas is lehetséges. Ha t = x-et va-
lasztjuk paraméternek, akkor x = t, y = 1 — t, amib6l
a vektoregyenlet:

Az y-t valasztva paraméternek

b) Az x = t paramétervalasztas esetén

b=+

Az x = 3t-t valasztva paraméternek

iR

c) Az x = t paramétervélasztas esetén

0

5 +

0
2

3

t.
-2

+

X 0 1
y| = 2| + 1|t
z -1 -1

d) Az x = t paramétervalasztds esetén

X 0 1
y| = |-5|+|-2|¢t
z 0 0

e) Az x = t paramétervélasztas esetén

X 0 1
y -1 1
= t.
z 3 + 0
w -1 0

f) Az x = t paramétervalasztas esetén

X 0 1
yl | 2 -1
Il Y
w 2 -1

X 2 -1
0 1
Z =)t alf
w 0 1
228.a) x=t b) x=s c) x=s
y=1-—t y=t y=1-s
z=1—-s—t z=1
d x=r e)x=r flx=1
y=s y=1-r y=r
z=1 Z=Ss Z=Ss
w=1—-r—s—t w=t w =t



2.29. A paramétervalasztastol fligg&en tobb kiilonbo-
z6 alakba is felirhat6 barmelyik megoldas, néhanyat

megadunk példaként.
X 1 —2 -3
a) |y| =10 +s| 1|+¢t| 0.
z 0 0 1
(x| [2] [-2/3 ~-1/3
b) |yl =10|+s| 1 |[+¢t| 0 | vagy
z 0 0 1
-x- -2- _—2- ——1-
y| = |0 +s| 3| +t| 0| vagy
z 0 0 3
[x] (0] [ 1] [ 0]
y| =10 +s| O] +¢| 1f.
z 6 -3 -2
= = :1_ iy b_ = -
X a ~a —i
o |yl =10|+s| 1|+¢t| 0|, haa#0,
z 0 0 1
x| [o] [1] o
y| = |3| +s|0| +t|—%|, haa=0,b#0,
z 0 0 1
[x]  [o] [1] o
y| =10| +s|0| +¢t|1|,haa=b=0,c#0.
K 3 0] 0
[x 3] [—3] 3]
yl |1 1 -3
d) 21 = lo +s 1 +t ol
|w] _O_ | 0_ i 1_
[x] o] [—1] 1]
yl |0 1
Ozl T ] e o] T2
|| _O_ i 0_ i 1_
[x] 3] —1] [ 0]
y| o 1 0
b 1 P 0 +t IR
|| _O_ L O_ | 1]
[x] [3] [—1] 0
y 0 1 0
= t .
g) . 0 +s 0 + 1
|| _1_ L 0_ _O

2.30. A térbeli egyenes kordbban mar igazolt

X = xo + ut
y=yo+ vt
z = zg + wt

egyenletrendszerében kiiszoboljiik ki a ¢ paramétert!
Beszorozva az els6 egyenletet v-vel, a masodikat u-
val, majd kivonva a mdasodik egyenletet az els6bdl
kapjuk, hogy vx — uy = vxy — uyg. Az els6 és har-
madik egyenletbdl wx — uz = wxy — uzp, a masodik
és harmadik egyenletbdl wy — vz = wyg — vzo ado-
dik. Atrendezve a (2.21)-et kapjuk.

Mivel (u,v,w) # (0,0,0), igy legalabb az egyik
koordindta nem 0. Ha pl. u # 0, v = w = 0, akkor az
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egyenletrendszer az y = yg és z = z egyenletekbol
all, ez valéban két kiilonb6z6 és biztosan nem pér-
huzamos sik egyenlete, metszetiik egy egyenes. (A
harmadik egyenlet 0 = 0 alakd, elhagyjuk.)

Ha u, v és w koziil pontosan egy értéke 0, akkor
két egyenlet azonos, igy egyikiik elhagyhat6. Példaul
hau # 0, v # 0, de w = 0, akkor az egyenletek alakja

v(x —x0) = u(y —yo)
Z =2
zZ = Zp.

Ha az irdnyvektor egyik koordinétdja sem 0, akkor
harom sik egyenletét kapjuk, melyek koziil semelyik
kett6 sem parhuzamos a benniik szereplé véltozok
kilonbozbsége miatt. Barmelyik ketté metszete egy
egyenes, és mivel mindhdrom metszete is az adott
egyenes, ezért barmelyik két egyenlet megtarthato.

A tétel ugy is igazolhat6, hogy a (2.21) hdrom
egyenlete linedrisan Osszefligg, hisz az els6 egyenlet
w-szerese minusz a masodik v-szerese plusz a harma-
dik u-szorosa a 0 = 0 egyenletet adja. Ez a vektorok-
nél latotthoz hasonléan azt jelenti, hogy valamelyik
egyenlet el6dll a masik kett6 linedris kombindacidja-
ként, ez pedig elhagyhat6, hisz ha egy pont kielégiti
a masik két egyenletet, akkor a linedris kombindcio-
jukat is.

2.31. a) Az explicit egyenletrendszer x = 2 +1¢, y =
1+ 3t, a vektoregyenlet

iR

Az implicit egyenletek 3(x —2) =y —1, (3, -1) - (x —
2,y—1)=0,(3-1)-(x,y) =53x—y =5.

d)x=3y=4,
x| |3
v (4]

g) Az A(1,1,1,1) ponton dtmend, zﬁ =(1,2,1,3)
iranyvektora egyenes explicit vektoregyenlete és exp-
licit egyenletrendszere

2
1

1

t.
3

+

x 1 1 x=1+t
— 142t

Yo we?], m Y

z 1 1 z=1+t

w 1 3 w=1+3t.

Az implicit egyenletrendszerek megkaphatok a f ki-
fejezésével az el6z6 egyenletrendszerbdl:

L_oy-1_ . w-—1
x—1= =z 1= —5
Innen hérom fiiggetlen egyenlet kivalasztasa tobbféle-

képp is lehetséges, egyik példaul a kévetkezo:

2x —y =1
X -z =0
3x —w = 2.
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2.32. a) A harom pontba mutaté vektorok kiilonbsé-
gei a sikkal parhuzamos vektorok, igy azokkal felir-
hat6 a sik mindegyik egyenlete. Két vektor a lehetsé-
ges harombol:

=(2,1,4) - (0,-1,2) = (2,2,2), ¢
=(-1,0,7) — (0,—1,2) = (-1, 1,5).

Ezek alapjan példaul az xg = (0, —1,2) vélasztas mel-
lett a sik egyenletei megegyeznek a 2.43. példaban
leirtakkal, mivel ugyanarrél a sikrél van sz6.
c)AzI@ (1,2,1,3) esazﬁ (2,1,0,—1) vek-
torok segitségével azonnal folirhato a sik egyenlete:

ISEIR S IS
Il
N =
+
@

Kikiiszobolve az s és t paramétereket két egyenletet
kaphatunk, példaul

X —2y+3z =2
y—5+w= -3

233. @) AB = (0,1,2,3), AC = (1,1,0,0), AD =

(0,0,1,1). Innen a vektoregyenlet:

r+ 5+

= =0 O

1
1
0
0

SIS Y
Il

_ == O
+

W N = O

Az explicit egyenletrendszer

X = s
y=14 r+s

z=1+2r +t
w=1+3r +t

Ebben az explicit egyenletrendszerben keresstink ha-
rom olyan egyenletrendszert, melyek megoldhatok
az r, s, t ismeretlenekre nézve, és ezeket helyettesit-
siik be a negyedik egyenletbe. Eredményiil az

x—y—z+w=1

egyenletet kapjuk, mely a h
b AB = (0,1,2,3), A
(0,0,1,1). Innen a Vektoregyenlet.

ipersik implicit egyenlete.
(0,1,0,0), AD =

] s+

ISEI S IS
|
e e =]
= =0 O

0
1
0
0

W N = O

Az implicit egyenlet x = 0.

0 AB = (0,1,0,3), AC =

(0,0,1,1). Innen a Vektoregyenlet.

(1,1,0,0), AD =

=

r+

NI
= e e
W o = O
SR
[ = )

Az implicit egyenlet y +z = 0.

2.37. a) A sormodellben két metsz6 egyenest kell
megrajzolni (y = 7/3x —2/3x, y = =2+ 3/2x), me-
lyek a (2,1) pontban metszik egymadst, mig az osz-
lopmodellben a (2,3), a (3, —2) vektorokat és azok
linedris kombindacidjaként el6éllitott (7,4) = 2(2,3) +
(3, —2) vektort!

b) A sormodellben két parhuzamos egyenest kell

megrajzolni, mig az oszlopmodellben a (2,3) és a
(4,6) vektorokat, melyek egy egyenesbe esnek, és
semmilyen linearis kombindaciéjuk sem adja ki a (3,4)
vektort!
2.38. A hérom sik koziil semelyik ketté nem parhu-
zamos, masrészt a normalvektorai egy sikba esnek,
ui. 2(1,1,2) + (1,2,4) = (3,4,8). Ez azt jelenti, hogy
van olyan vektor, mely mindharom sikkal pédrhuza-
mos. Az els§ esetben a hdarom sik egy egyenesen
megy at, mivel van a sikoknak k6z6s pontjuk, pl. a
(3,0,0) pont, igy végtelen sok megolddsa is van, mig
a masodik esetben a sikoknak nincs k6zos pontjuk.

Az egyenletrendszerek ekvivalensek a kovetkez6
vektoregyenletekkel:

¥+

W = =

1
x+ |2
4

1lx+ |2|y+

._\
=
© B N ® RN

Itt a kozos egytitthatématrix minden oszlopvektora
benne van a

2x+y—z=0

egyenletti sikban, (ez konnyen ellen&rizhetd a vekto-
rok koordinatdinak a sik egyenletébe valé helyettesi-
tésével), és ki is feszitik a sikot, mert a hdrom vektor
nem kollineéris. Masrészt a (3,3,9) vektor is benne
van e sikban, a (3,3,1) vektor viszont nem. Tehat az
els6 egyenletrendszer megoldhat6, a masodik nem.

2.39. A sormodell szerinti dbra az a) esetben 3 sikbe-
li egyenest tartalmaz, melyek kozt van két parhuza-
mos, igy az egyenletrendszer nem oldhaté meg. A b)
esetben a harom egyenes egy ponton megy ét, ez a
megoldas: x = 2, y = 1. A c) esetben ugyan nincse-
nek parhuzamos egyenesek, de nincs kozos pontjuk
sem, igy az egyenletrendszer nem oldhat6 meg. Az



oszlopmodell szerint az a)

x+ y=3
x+ y=4
x+2y=4

egyenletrendszer ekvivalens a kovetkezovel:

PN

1 1
1lx+|1|y=
1 2

Az (1,1,1) és az (1,1,2) vektorok benne fekszenek
az x = y egyenlet(i sikban, mivel els6 két koordina-
tdjuk megegyezik, ezért minden lineédris kombinaci6-
juk is ebbe a sikba esik. A (3,4,4) vektor viszont nem
esik e sikba, igy fiiggetlen az el6bbi kett6t6l, tehat nem
all el6 azok linearis kombinacidjaként. Vagyis ez az
egyenletrendszer nem oldhaté meg. A b) és c) egyen-
letrendszerekben a bal oldali két vektor, az (1,1,1) és
az (1,2,3) az x — 2y +z = 0 egyenletti sikban van,
melyben a (3,4,5) vektor benne van, mig a (3,3,5)
vektor nincs benne, tehat b) megoldhat6, ¢) nem.

2.40. a) hamis, az allitas csak tgy igaz, ha a parhu-

zamos hipersikok kiilonboz6ek is (két azonos hiper-

sikot parhuzamosnak tekintiink), b) hamis, példaul

a 2.13. (a) dbran lathaté esetben nincsenek parhuza-

mos sikok, és mégsincs megoldas, c) igaz, mert akkor

a jobb oldalon 4ll6 barmely vektor kifejezhets e két

kétdimenziés vektor linedris kombinécidjaként, tehat

az egyenletrendszer megoldhato.

2.41.

a) Egy két egyenletb6l &ll6 haromismeretlenes
egyenletrendszer sormodellje szerinti dbra a ha-
romdimenzi6s térben két darab sikbél all, melyek
ha parhuzamosak, de nem azonosak, akkor az
egyenletrendszernek nincs megoldasa, egyébként
megoldasainak szama végtelen. Oszlopmodellje
a kétdimenzios térben négy darab vektorbél all
(harom linearis kombinaciéja a negyedik).

b) Egy harom egyenletb6l 4all6 kétismeretlenes
egyenletrendszer sormodellje szerinti 4dbra a
kétdimenzids térben harom egyenesbdl &ll, mig
az oszlopmodellje a hdromdimenziés térben ha-
rom darab vektorb6l.

c) Egy négy egyenletbdl Otismeretlenes
egyenletrendszer sormodellje szerinti dbra az
otdimenzids térben négy darab hipersikbdl all.

allo

Oszlopmodellje a négydimenziés térben hat da-
rab vektorbdl all.

2.42. Mindegyik 4llitds hamis.
2.43. a) Igaz. b) Igaz. ¢) Hamis, csak akkor igaz, ha
egyik a masik altere. d) Igaz.

2.44. a) Hamis, csak a homogén linedris egyenlet-
rendszer megoldasai alkotnak vektorteret. b) Igaz.
c) Igaz. Ez épp az oszloptér, ui. csak az oszloptérbol
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val6é b vektorokra oldhaté meg az egyenletrendszer.
d) Igaz. Ez épp az egyiitthatématrix nulltere, azaz az
egyenletrendszerhez tartozé homogén egyenletrend-
szer megolddshalmaza.

2.45. a) Igaz. b) Igaz. ¢) Hamis. d) Igaz, ui. az &l-
litdsbeli r(A|b) < r(A) feltétel pontosan akkor tel-
jesiil, ha r(A|b) = r(A), és ez pontosan akkor telje-
siil, ha az egyenletrendszer megoldhaté. ¢) Hamis, ha
r(A) = n, és az egyenletrendszer tobb, mint n egyen-
letbdl &ll, akkor el6fordulhat, hogy r(Alb) = n+1,
és ekkor az egyenletrendszer nem oldhat6 meg!

pay

2.46. Hozzuk a bévitett matrixot 1épcs6s alakra:

11 al1] ss=s [1 1 a 1
1 a1 S0 a—1 1—a | a—1
a 1 a2 0 1—-a 1—d42|a%2—a
11 a 1
520 41 1—a a—1
0 0 —(a—1)(a+2) | (a+1)(a—1)

Lathato, hogy a = 1 esetén az utols6 két sorban
minden elem 0, tehét az egyiitthatomatrix és a bo-
vitett matrix rangja is 1, igy az egyenletrendszer az
X1 + x3 + x3 = 1 egyenlettel ekvivalens. Ennek meg-
oldasa: (x1,xp,x3) = (1 —s—t,5,t), oszlopvektor
alakba irva:

X1 1 -1 -1
x| =10 +s| 1| +t]O0
X3 0 0 1
Ha a = —2, akkor az egyiitthatématrix rangja 2, a

s

bévitett matrix rangja 3, tehat az egyenletrendszer
nem oldhat6 meg (az utols6 sor egyenletté visszairva
0 = 3 alakt). Minden egyéb esetben, azaz ha a # 1
és a # —2, akkor a két rang 3, ami megegyezik az
ismeretlenek szamaval, tehat egyetlen megoldas van.
Mivel a — 1 # 0, ezért oszthatjuk vele a mésodik sort,
ésa+2 # 0, ezért —(a — 1)(a + 2)-vel oszthatjuk a
harmadik sort:

1 1 a 1 gl—gz 1 0 a+1 0
2733 1
01 -1 31 — |0 1 0 ﬁl
00 1 |—-25 00 1 —i
(a+1)2
S1—(a+1)Ss 100 ”TZ
010 w2,
a
00 1|2
Innen a megoldés leolvashato:
. (a+1)? o L e+l
VU a2 P a2 BT a2

2.47. a) Nem, példdul az (1,1,1) vektor benne van
e halmazban, azonban kétszerese nem. b) Nem,
egységvektor konstansszorosai nem egységvektorok.
c) Igen (origén dtmend sik). d) Nem (eltolt sik).
e) Igen, ez egy origén atmend egyenes vektoraibdl
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all. f) Nem, a 0 vektor nincs a vektorhalmazban, ui.
azs+2t =0,s—1 =0, 25+t = 0 egyenletrend-
szer inkonzisztens. g) Igen, ez a zérustér. h) Nem,
az (1,—1,0) és az (1,0, —1) vektor benne van, de az
Osszegiik nincs e halmazban.

2.48. Ha W < V, akkor W zart az vektorosszeadds
és skalarral szorzas mfiveleteire, igy WV-beli vektorok
barmely linearis kombinécidja is WW-beli. Forditva, ha
W C V egy nem iires vektorhalmaz, mely zart a linea-
ris kombinéaciéra nézve, akkor zart az dsszeaddsra és
a skaldrral szorzasra (mint specialis linearis kombina-
ciéra) nézve, azaz zart a vektortér miiveleteire. Més-
részt e vektorok elemei a V vektortérnek, igy igazak
rdjuk a vektorteret definidlé mfiveleti azonossagok.
Tehat W vektortér.

2.49. a) 1(Alb) < 1. A 0 rang csak ugy fordulhat
el6, ha az 0sszes egyenlet 0 = 0 alaki — nem egy ér-
dekes eset. Ha a rang 1, akkor a kotott és a szabad
véltozok szama is 1. b) r(A|b) = 5. ¢) r(Alb) = 3.
d)r(Alb) =2.

2.50. Két megoldasvektor kiilonbsége, azaz az
(1,2,3) - (0,1,3) = (1,1,0) vektor biztosan megol-
dasa az egyenletrendszer homogén részének. Ak-
kor viszont ennek minden skaldrszorosa is megol-
das, igy azokat barmelyik fenti megolddshoz ad-
juk, tGjabb megolddsokat kapunk. Példdul megol-
dés az (1,2,3) + (1,1,0) = (2,3,3) és az (1,2,3) +
2(1,1,0) = (3,4,3) vektor is.

Mivel az ismeretlenek szama 3, és azok legaldbb

egyike szabad viéltozo, ezért a rang legfoljebb 2. Ha
viszont e megoldasok egy homogén linearis egyenlet-
rendszer megoldasai, akkor a megoldédsok kozt van
legalabb két linearisan fliggetlen megoldas, igy a sza-
bad valtozok szdma legalabb kettd, vagyis a kototteké
legfoljebb 1, tehat az egytitthatomatrix rangja is leg-
foljebb 1.
2.51. Els6 rdnézésre csak annyi latszik, hogy mind-
két megoldas egy kétdimenzids altér eltoltja. El6szor
megvizsgaljuk, hogy a két altér — vagyis az egyen-
letrendszer homogén részére adott két megoldas —
egybeesik-e. Elég megmutatni, hogy az egyik altér-
ben benne van a masikat general6 két vektor. Ha
igen, a két altér megegyezik. Ezesetben el kell donte-
ni, hogy az inhomogén két partikularis megoldasa az
altérnek ugyanabban az eltoltjdban van-e. Vagy egy-
szer(ibben, hogy a két partikularis megoldds kiilonb-
sége benne van-e az altérben. E kérdéseket egyetlen
matrix lépcsés alakra hozasaval is megoldhatjuk. Az
els6 két oszlop az els6, a masodik két oszlop a mdso-
dik altér generdtorait tartalmazza, az 6todik oszlop a
két partikuldris megoldds kiilonbsége.

1 0| -2 3 1
0 1 1 -2 -1
-2 -3 1 0 1
-1 -2 0 1 1

10|-2 3 1
01 1 -2 -1
00 0 0 0
00 0 0 0

—

Az eredménybdl latszik, hogy a két megoldas azonos.

2.52. Jelolje aj, ay,...,a, az egyenletrendszer egytitt-
hatématrixanak oszlopvektorait. Legyen x =
(x1,%2,...,%n) ésy = (y1,Y2,...,Yyn) két tetszbleges
megoldds, azaz

ajxy +ayxo+...+ayx; =0
ajy; +ays+...+agyy, =0,

és ¢, d legyen két tetszbleges skaldr. Megmutatjuk,
hogy ekkor cx + dy is megoldas, ui.

ai(cxy +dyr) + ap(cxp +dyn) + ...+ an(cxy + dyy)
= (cayxy +dayy) + (cagxp +dagyr) + ...
+ (canxy +danyyn) = c(ajx] + agxo + ...+ anxy)
+d(ajy; +ay2 + ... +anyn) =0+ 0=0.

azaz cx + dy is megoldas. Ez bizonyitja allitdsunkat.
2.53. Legyen x = (x1,%p,...,X,) az inhomogén egy
partikuldris megoldasa, és jelolje aj, ap,...,a; az
A oszlopvektorait, H a homogén, 7 az inhomogén
egyenletrendszer altaldinos megolddsat. Megmutat-
juk, hogy x +H = Z, ahol a bal oldali osszeaddst
elemenként értjik.

x+H C I: Meg kell mutatnunk, hogy ha x-hez
adjuk a H egy tetszbleges y = (y1,Y2,---,Yyn) € H
elemét, az inhomogén egyenletrendszer egy megol-
dését kapjuk. Valoban, x, ill. y eleget tesz az

a;x] +axxy +...+ayx, = b, ill.
a1 +ayy,+...+agy, =0
egyenletnek. Ebbol

ar(x; +y1) +ax(xa+y1) +...+an(xn +y1)
= (ayx1 +axp + ... + apxy)

+ (a1y1 + ayn + ... + anyn)
=b+0=Dh,

tehat x + y megoldasa az inhomogén egyenletrend-
szernek, azaz x +y € 7.

x+H O Z: Meg kell mutatnunk, hogy ha z az
inhomogén egy tetszéleges megoldasa, azaz z € Z,
akkor taldlhat6 olyan y € H, hogy z = x +y. Valo-
ban, az y=z—x megteszi, mert

ai(z; —x1) +ax(zo — x1) + ... +an(zn — x1)
= (a1z1 +axzp + ...+ anzy)

— (a1x] +agxp + ...+ ayxy,)
=b-b=0,

azazz —x € H.
2.54. Az els6 két allitds a 2.75. tétel egyszerti kovet-
kezménye.

A harmadik éllitds bizonyitdsdhoz megmutatjuk,
hogy egy 1épcs6s alak egy nemzérus sorvektora nem
fejezhet6 ki a tobbi sorvektor linedris kombinacidja-
ként. Tekintsiik a 1épcs6s alak k-adik sorvektorat. F6-
eleme legyen a j-edik oszlopban. E f6elem nem 4llit-
hat6 el6 a k-nal nagyobb indexti sorok linearis kom-
bindcidjaval, mert azokban a j-edik koordinata 0. A



k-nal kisebb indexti sorvektorok pedig nem szerepel-
hetnek a linearis kombinaciéban, mivel a legkisebb
indexti vektor féelemét a tobbi vektor nem eliminal-
hatja, pedig a k-adik sorban azon a helyen 0 4ll.
Annak bizonyitdsa, hogy a f6elemek oszlopai B-
ben linedrisan fliggetlenek, ugyanigy megy, mint a
sorvektorok esetén. Innen pedig az el6z6kbdél ado-
dik, hogy az ilyen indexfi oszlopok A-ban is lineéri-
san fliggetlenek.
2.55. 1. Igaz. 2. Igaz, barmely 1 dimenziés vektortér
ilyen. 3. Hamis, ha van kételemi bazis, akkor a line-
drisan fliggetlen vektorrendszerek elemszdma legfol-
jebb 2. 4. Igaz, barmely 1 dimenziés vektortér ilyen.
5. Igen, egy generatorrendszer tobb vektorbdl is 4ll-
hat, mint a dimenzid.
2.56. A matrix és annak redukalt 1épcs6s alakja:

136 2
12 3 OLef>|:10—3—4:|
2 3 3 2 01 3 2|
110 -2

Eszerint bézisvektoroknak vélaszthatjuk a w; =
(1,3,6,2) és a wp = (1,2,3,0) vektorokat. A tob-
bi vektor kifejezhetd ezek linedris kombinaci6jaként,
ami leolvashaté a redukalt 1épcs6s alakbol: ws =
—3wq + 3wy, wy = —4w; + 2ws. fgy ebben a C ba-
zisban a négy vektor koordinatas alakja rendre

1 0
V4 =W = ol V3 = Wp = 1| -
¢ C

-3 —4
V2—W3—|: 3:|, Vl—W4—|: 2:| .
C c

2.57. A megadott vektorokbdl mint oszlopvektorok-
bol matrixot képziink, majd annak redukalt 1épcsés
alakjabol leolvassuk a valaszt: a bézisoszlopoknak
megfelel6 vektorok adjak a bazist, és az 6sszes vektor
koordinétéds alakja e bazisban megegyezik a 1épcs6s
alakbeli oszloppal.

a) A matrix és redukalt 1épcsés alakja

L2102 mef |1 2 0 1 -1
24111—>|:001_1 3].
3 6 1 2 0

fgy béazisnak valaszthato az els6 és harmadik vek-
tor: B=1{(1,2,3),(1,1,1)}, és e bazisban a vekto-
rok koordinatas alakja rendre (1,0), (2,0), (0,1),

(1,-1), (-13,).

b) Mivel
1 0 2 1 0 0 O
2 1 1 0 ref 01 00
3 2 -1 4 0 0 1 0|
4 3 1 0 0 0 01

ezért a bazis a megadott vektorokbdl 4ll, és e ba-
zisban e vektorok koordinatds alakjai a standard
béazisvektorok lesznek.
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¢) A valasz az a) feladathoz hasonléan leolvashato a
redukalt 1épcs6s alakbol:

-1

1
10| me |l 0 1 -1
11 01 -1 2|
12

= W N =
W N = O

2.58. Az A és B vektorait egymads utdn irjuk egy mat-
rixba, majd redukalt 1épcsés alakra hozzuk:

1 2 1 0 1 0 0 -2
01 01 ref 01 0 1
0 0 0 O 0 0 1 0
1 2 0 0 0 0 0 0

Igy az elsé hirom oszlop bazisoszlop, tehdt a
span(A) + span(B) tér 3 dimenzids, egy bazisa
{(1,0,0,1),(2,1,0,2),(1,0,0,0) }.

2.59. Olyan x vektorokat kerestink, melyekre v - x =
0 és vy -x = 0. A sormodellnek megfelelen e két
egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszer egyiitthatomatrixa
és annak egy l1épcs6s alakja:

1 0 12*>10 1 2
-1 2 -2 1 0 2 -1 3|

amib6l x = (—s — 2¢,(s — 3t)/2,s,t), azaz

-1 -2

. 1/2 -3/2
X=3s 1 +t 0
0 1

A megoldés tehat a sorvektorokbdl képzett matrix
nulltere.

2.61. a) Mer6legesek, b) nem mer&leges kiegészits al-
terek.

2.63. Mivel az egyenletrendszer 3 ismeretlenes, és a
rang 2, ezért a kotott véltozok szdma 2, a szabad val-
tozoké 1, és igy a nulltér dimenzidja is 1. A két vektor
fuggetlen egymastol, tehat az egyenletrendszer nem
lehet homogén, akkor ui. legaldbb kett6 lenne a null-
tér dimenzidja. Az egyenletrendszer tehdt inhomo-
gén, és a megadott két megoldés kiilonbsége a ho-
mogén rész egy megolddsat adja, annak sszes ska-
larszorosa pedig az osszes megoldéasat. Igy az inho-
mogén Osszes megoldasa: (1,2,3) +£(1,1,0).

2.64. Példaul (1,2,3,4) +5(1,1,0,0) +£(1,1,1,1).
2.65. E matrix rangja pontosan akkor k, ha oszlop-
vektorai linedrisan fiiggetlenek, azaz ha az oszlop-
vektorok barmely linedris kombindcidja csak gy le-
het a nullvektor, ha minden egytitthat6 0. Tekintstink
az oszlopvektorok egy c1,. .., ¢k skaldrokkal vett, null-
vektort ad6 linearis kombinaciéjat. Ennek i-edik ko-
ordindtdja

0=c1vi-vi+ovi-vo+ ...+ cpvi-vg

=V;- (C1V1 +covyp+ ...+ Cka).
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Tehat azt kaptuk, hogy az x = cqvy +cavo +... + vy
vektor olyan, hogy a vy,..., vy vektorok mindegyiké-
vel vett skaldris szorzata 0, igy ezek barmelyik line-
aris kombindcidjaval vett skaldris szorzata is 0, tehat
példaul az x vektorral vett szorzat is 0, azaz x - x = 0.
Ez viszont csak x = 0 esetén &llhat fonn, és mivel a v;
vektorok linedrisan fliggetlenek, csak a c; = 0 kons-
tansokkal vett linedris kombindciéjuk lehet 0, ahol
i=12,...,k

2.66. 1) Az egyenletrendszer bévitett matrixdnak re-
dukalt 1épcs6s alakja

10 -2 -1

01 3 4
igy a megolddsa (x,y,z) = (—1,4,0) + (2,-3,1)t. A
nullteret a (2, —3,1) vektor fesziti ki, a sortérbe es6
vektornak erre mer6legesnek kell lennie, tehat fonn
kell dllnia a

2x—=3y+z=0
egyenletnek is. Ezt az egyenletet a redukalt 1épcsés
alakboél szarmazo6 egyenletrendszerhez (vagy akér az
eredetihez) adva egy egyetlen megoldast ad6 egyen-

letrendszert kapunk. Ennek b&vitett matrixa és annak
redukélt 1épcs6s alakja:

1 0o -2 -1 1 0 01
0 1 3 4 — |0 1 0 1
2 -3 1 0 0 01 1

Innen a sortérbe es6 megoldas (1,1,1).

b) A sortérbe es6 megoldds meghatdrozasa egyet-
len egyenlet esetén egyszerti. Mivel a sorteret az
(1,4,8,12) vektor fesziti ki, ennek egy skaldrszoro-
sat keressiik, mellyel vett skaldrszorzata 225. Mivel
12 + 42 4+ 8% + 122 = 15% = 225, ezért a sortérbe es
egyetlen megoldas (x,y,z,w) = (1,4,8,12). A homo-
gén egyenletrendszer 6sszes megoldasat meghataroz-
va majd hozzdadva kapjuk, hogy

X 1 —4 —8 —-12

y| |4 1 0 0
1T s + 0 t+ 1 s+ 0 u
w 12 0 0 1

az Osszes megoldas.
c) A bévitett matrix és redukalt 1épcsés alakja:

11 1 1 3 . 11 0 0 2

11 -1 -1 1 0 01 11
Az egyenletrendszer megoldasa:

x 2—s 2 -1 0

yl | s | _ |0 1 0

2| Tt T T o P )

w t 0 0 1

Tehét a nullteret a (—1,1,0,0) és a (0,0, —1,1) vekto-
rok feszitik ki. A sortérbe es6 megoldasvektor ezekre

merdleges, tehat az eredeti egyenleteken kiviil kielé-
giti a kovetkez6 két egyenletet is:

=0
—z4+w=0

_x+y

Ezek matrixaval kib&vitve a redukalt 1épcsos alakot,
majd azt redukélt 1épcsds alakra hozva kapjuk, hogy

11 0 0 2 1 0 0 0 1
0 0 1 11 N 01 0 0 1
-1 1 0 0 O 0 01 0 1/2
00 -1 10 00 0 1 1/2

tehat a sortérbe es6 megoldas (1,1,1/2,1/2), az
Osszes megoldds

X 1 -1 0
yl |1 1 0
o Y R I R
w 1/2 0 1

2.67. Ha a két matrixot A és B jeloli, akkor

100 -1 0 -3 -1
010 10 3 1
ref(AT[BT)=10 0 1 0 0 0 -1
000 01 -1 0
000 00 0 0

Innen azonnal leolvashat6, hogy S(A) + S(B) < R®
vektortér egy bézisa az A elsd harom sordbol és a B
els6 sorabol 4ll (azaz [AT | BT] bazisoszlopaibdl, és
ezek az els6, masodik, harmadik és 6todik oszlopok).
A két sortér vsszege tehat 4 dimenzi6s.

Els6 lépésként — bar ez nem volt kérdés — kisza-
molhatjuk a metszet dimenziéjat az eddigiek alap-
jan.  Mivel dim(S(A)) = dim(S(B)) = 3, és
dimUNV) = dim(U) +dim(V) — dim(U + V), ezért
dim(S(A)NS(B)) =3+3—-4=2

A S(A)NS(B) < R® altér vektorai azok, me-
lyek el6dllnak mind AT, mind BT oszlopainak linearis
kombinécidjaként. Igy tehdt u € S(A) N S(B) ponto-
san akkor &ll fenn, ha van olyan x és y vektor, hogy
u=A"x=B"y, azaz ATx — By = 0, azaz

[AT[BT] {_j =0.

E homogén linedris egyenletrendszer megoldésa

[(s+3t+u ] 1 3 1
—s—3t—u -1 -3 -1
u 0 0 1

= 1|s+ 0| t+ 0| u.
t 0 1 0
t 0 1 0
L u ] L O] L 0] L 1]

A megoldasvektor els§ 4 koordinatdja x, a masodik
harom pedig —y. Els6 ranézésre hibat sejtiink, hisz



a megoldds 3 paraméteres, mikdzben nekiink 2 di-
menziés teret kell kapnunk! De ha alaposan meg-
nézziik az eredményt, akkor lathatjuk, hogy —y =
0s + (1,1,0)t + (0,0, 1)u, azaz s nem jatszik szerepet.
fgy a metszet bazisvektorai lehetnek a BT(1,1,0) és a
B'(0,0,1) (vagy ezek ellentettjei), azaz a (3,3,3,3,3)
és az (1,0,1,0,1) vektorok. S6t, kicsit egyszertisit-
hetiink, valaszthatjuk bazisnak az (1,1,1,1,1) és az
(1,0,1,0,1) vektorokat. (Annak ellentrzését, hogy az
s paraméter akkor sem okozna gondot, ha az x vek-
torral szamolnank, az Olvaséra hagyjuk.)

2.68. a) Az ismétlékéd vektorai az (1,1,...,1) €
F" skaldrszorosai, melyek egy 1 dimenziés W al-
teret alkotnak IF"-ben. A nullosszegti kéd vekto-
rai azonosak az (1,0, ...,0,-1), (0,1,0,...,0,-1),...,
(0,...,0,1,—1) vektorok altal kifeszitett altérrel, és ez
az n — 1 dimenzids vektortér épp a WV vektoraira me-
r6leges vektorokbol 4ll, ui.

n—1
(a,a,...,a) (ay,a2,...,0,_1,— Z a;) =0
i=1

tetszbleges a,a; € F (i =1,2,...,n — 1) esetén.

b) A nullosszegli kéd legfeljebb egy hibat jelez,
ami azt jelenti, hogy ha pontosan egy hiba torténik,
akkor az ellen6rz6 sszeg hibas lesz, vagy mésként
fogalmazva a koordinatak 6sszege nem lesz 0. Termé-
szetesen jelezhet e k6d tobb hibét is, de ezt mar nem
tudjuk garantalni, hisz tobb hiba mar kiolthatja egy-
mast, pl. a (0,0,1,1) € ]F% kédszonak tiinik, bar le-
het, hogy a (0,1,0,1), (1,0,0,1), (0,1,1,0), (1,0,1,0),
(1,1,1,1), (0,0,0,0) szavak valamelyikében tortént
két hiba vagy az (1,1,0,0) széban négy hiba.

Specialisan az [F} nullosszegti kédszavai azok, me-
lyekben pontosan pdaros sok 1-es van, azaz az ellentr-
z0 Osszeg pontosan akkor 1, ha paratlan sok 1 van az
tizenetvektorban, ezért e k6dot szokés paritasellendr-
z6 kédnak is nevezni. E kéd jelez minden péaratlan
sok hibat, de péros sok hibat nem.

Az ismétlokod legfeljebb n — 1 hibét jelez. (Viszont
hapl.az (a,a,...,a) kéd a (b,b,...,b) kodra véltozik,
azt mér nem jelzi hibénak.) Legfeljebb | 51| hibat
ki is tud javitani, ahol |x| az x alsé egészrészét je-
lenti. Pl. az (a,a,a,a,b) és a (a,a,a,b,b) k6dszot ki
tudja javitani, ha legfoljebb két hiba tortént, de ha
harom hiba is torténhetett, akkor az (a,4,a,a,a) és a
(b,b,b,b,b) szavak is lehetséges javitdsok, vagyis ha-
rom hibét e kéd mar nem tud javitani.

2.69. a) A kéd definici6jabél vilagos, hogy egy -
beli tetsz6leges vektor pontosan akkor kédszé, ha a
Venn-diagram mindegyik korében paros sok 1 van.
Igy ha a Venn-diagramot tetszéleges modon kitoltjiik
0-kal és 1-esekkel, akkor mindig egyértelmti, hogy
mely korokben van paratlan sok 1-es. Ha egyben
sincs, akkor kodszét kaptunk. Ha a I C {1,2,3}
indexek egy nem {tires halmaza, akkor a B; (i € I)
halmaz(ok) és a Bj (j ¢ I) hamaz(ok) metszetében 1é-
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v6 bit megvaltoztatdsdval mindharom koérben paros-
ra valtozik az 1-esek szdma, azaz egyetlen bit meg-
véltoztatasaval kodszot kaptunk. Ez masként fogal-
mazva azt jelenti, hogy a 4-bites iizenethez rendelet
7-bites kédszavak olyanok, hogy ha egy bit megval-
tozik az tizenet elkiildése sordn, akkor az kijavithato,
vagyis ez egy 1-hibajavit6 kod.

b) Az 6sszes kodszot megkapjuk, ha a b3bsbgby bi-
teket szabadon megvalasztjuk, ez 24 = 16 lehetség.
Mind a 16 kédszébdl egy-egy bit megvéltoztatasaval
7 tovabbi vektort kapunk, melyek nem kédszavak.
Ezek azok a vektorok, melyek Hamming--tavolsdga
a koédszo6tol pontosan 1. fgy minden kédszé kozép-
pontja egy 1 sugara ,gomb”-nek, mely igy 8 pontot
tartalmaz. Mivel e gombok lefedik az egész IF} teret,
hisz minden vektor legftljebb 1 tavolsadgra van egy
kodszotol, és 16 -8 = 128 = \]FZ|, ezért e gdmbok
atfedésmentesen fedik le a teret. Tehdt semelyik két
kiilonboz6 ,,gomb” nem metszi egymadst, igy kozép-
pontjaik tavolsdga legalabb 3.

c) Ha volna két kiilonb6z6 kédszé, melyek leg-
alabb 5 helyen megegyeznének, akkor tavolsiaguk 1
vagy 2 lenne, ami ellentmond az el6z6 pontban bi-
zonyitottaknak. Ez csak annyit jelent, hogy ha egy
kodszobdl torliink tetszbleges 2 bitet, akkor azt egy-
értelmtien meg tudjuk hatdrozni, azt viszont nem je-
lenti, hogy tetsz6leges 5 bit kiegészithet6 kodszéva
(hisz az 5 bit mar tartalmazhat paritashibat).

Maés a helyzet, ha 2 hiba torténik. Ekkor ugyan
van 5 helyes bit, de nem tudjuk melyik 5. Az el6z6
pont szerint barmely két koédsz6 tavolsaga legaldbb
3, igy két hiba nem adhat masik kédszét, vagyis a
paritdsok jelzik, ha 2 hiba tortént.

2.70. Mindegyik feladatban valamely F; véges test

elemei adjdk a kodabécé jeleit.

a) Ismétlé kéd. A C kéd az (1,1,...,1) kédszo altal
generdl egydimenzi6s altér IFj-ben. Igy e kod ge-
neratormatrixa Gy =[11 ... 1].

Nullgsszegii kéd. Az (ay,...,a,-1) € FJ1
(a,..., 451, — Z?;ll a;) € Fj leképezés matrixa

10 ... 0 -1
0 1 0 -1

Gy =
00 ... 1 -1

Mivel a két kéd egymads dudlisa, ezért a nullossze-
gli kod ellen6rzé matrixa Hy = Gy =11 ... 1],
mig az ismétl6 k6dé Hy = Gy. Példaul ha az tize-
net x € IF,, akkor az ismétl6 koéddal kédolt iizenet

=« o 4.

Bindris (7,4, 3], Hamming-kéd. Tekintsiik az

xGI:x{l 1

IF3 — T : (b3, bs, b, by) — (by, by,...,by)
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leképezést, ahol

b1 = by + bs + by,
by = b3 + bg + by,
by = bs + bg + by.

Ennek métrixa

1110000
1001100
Gi=1010101 0 (2.26)
1101001

Példdul az x = (0,1,1,0) tizenet kédja (a feladat-
ban definiélt vektorszor matrix jeloléssel):

Cc = XGH = ingi
i

1110000
1001100
_[0110]0101010
1101001

:[1001100]+[0101010}

:[1100110}

Az ellen6rz6 matrix vektorai merlegesek a kod-
vektorok mindegyikére, igy megoldasai a G
egylitthatéji homogén linedris egyenletrendszer-
nek, melyet ezesetben IF, f6l6tt kell megoldani. A
G matrixban taldlunk olyan oszlopokat, melyek-
ben csak egyetlen elem 1, a t6bbi 0, igy a 1épcs6s
alakra hozdsnal egyszertibben is megkaphat6 az
Osszes megoldds: az ezekhez az oszlopokhoz tar-
tozé valtozok legyenek a kotott, a tobbi a szabad
véltozé (gondolhatjuk azt, hogy megfelel6en meg-
véltoztatjuk az ismeretlenek sorrendjét, és igy a
G-bdl kapott matrix maris redukalt 1épcsds alak-
ban van, majd a megoldés felirdsa utdn visszaal-
litjuk az eredeti sorrendet).

1 (1) é 2 (1) 8 8 (ne felejtstik:
G= ~»  TFp-ben
01 01 010 “1-1)
11 01 0 0 1
[x1] [ s ] (17 [0 [0
X2 t 0 1 0
X3 s+t 1 1 0
xq| = u =s |0 +t|0| +u|l| ~
X5 s+u 1 0 1
X6 t+u 0 1 1
X7 s+t+u 1] 1] 1]
1 01 01 01
H=|0 1 1 0 0 1 1
00 0 1 1 1 1

b) Ha az (1,1,1,0,0,0,1) vektor k6dsz6, akkor me-
réleges az ellenérzd matrix minden sorvektorara.

c)

d)

e)

Ez itt nem 4ll, mert
(1,1,1,0,0,0,1) - (1,0,1,0,1,0,1) = 1
(1,1,1,0,0,0,1)-(0,1,1,0,0,1,1) =1
(1,1,1,0,0,0,1)-(0,0,0,1,1,1,1) =1,

tehat azt feltételezhetjiik, hogy egy bit megvalto-
zott a ,,zajos csatorndn” az atkiildés kozben. Me-
lyik lehet ez a bit? A skaldrszorzatok mindegyik
1, igy ha az (1,1,1) vektort megtalaljuk az ellen-
6rz6 matrix oszlopai kozott, akkor annak helye
megadja azt a koordinatat, amelyet meg kell val-
toztatnunk, hogy megkapjuk az eredeti kodszot.
Esettinkben ez az utolsé oszlop, tehat az erede-
ti kodsz6 az (1,1,1,0,0,0,0). Ez valéban kod-
sz6, hisz ez épp a generdtormaétrix elsd sorvek-
tora. Megjegyezziik, az ellen6rz6 matrix oszlo-
pai kiadjak a 1-t6l 7-ig terjed6 egészeket bindris
alakban, s6t, épp nagysag szerinti sorrendben, igy
barmely ¢ vektorra a cH' = 217:1 cih; = r vektor
épp a hibds bit indexnek a binaris alakjédban sze-
repl6 biteket tartalmazza (hh; a H" matrix i-edik
sorvektora). Teszteljiik ezt az 4llitast néhany ]FZ—
beli vektorral.

Mivel a homoggén linedris [G|0] egyenletrendszer-
ben k a kotott és n — k a szabad véltozok sza-
ma, hisz G ¢ ]FI,;X”, ezért a megolddsok terét
kifeszit6 fliggetlen vektorok szama n —k, igy a
bel6litk mint sorvektorokbodl képzett H matrixra
Hc ]an k)><n'

A sorvektorszor matrix jelolést a feladat beveze-
t6jében definisltuk. Ennek mint4jara a GH' szor-
zaton azt a matrixot értjiik, melynek i-edik sora a
g;H' sorvektor. A Oy, matrix az m x n-es csupa
zéruselembdl all6 matrix. Részletesen mindez a
kovetkez6 fejezet témdja. A G nullterét H sorvek-
torai feszitik ki, ezért g;H' = ;’:1 githj = 0,_,
ahol h; a H' matrix j-edik sora. Igy GH' =
Ok (n—k)- A HGT kiszamitasaban is az el6bbi ki-
fejezésben is szerepl6 27:1 gijhjx = 0 kifejezéseket
kell kiértékelni, igy HGT = O(1—k)xk is fennall
(1d. még a 3.36. tétel d) pontjat).

A C duélisa a definiciébdl ad6ddan

CL:{VEIF;IZVGTZO}.

A val6s esethez hasonléan igazolhat6, hogy
(Ct)+ = C (ui. a dimenzi6tétel véges test folott
is igaz, megjegyzendd viszont, hogy C és cta
val6s esettel ellentétben éltaldban nem kiegészit6
alterek). Igy C = {c € Fj : cH' = 0}.

Ha G = [I}|A], ahol A € ]ng(nfk% akkor G redu-
kélt 1épcs6s alakban van, igy a G egyiitthatomat-
rixtt homogén linearis egyenletrendszer megoldé-
sainak terét épp a H = [—A|I,,_] sorai feszitik ki.
Ez lesz tehat a dualis kod generdtormatrixa, azaz
az eredeti kéd ellen6rz6 matrixa.



2.71. Ha a feladatot nem sikertilt megoldani, akkor
prébalkozzunk el8szor 3 rabbal. Az els6 otlet nyil-
véan az, hogy a rabok kijelolnek maguk koziil egy tip-
pelét, 6 fog majd tippelni, a tébbiek passzolnak egy
,nem tudom”-mal. Ekkor a megmenekiilés esélye %
De harom rabbal mar a % is elérhet6! Hogyan?

A nyolc esetbdl hat esetben két sapka szine azo-
nos, a harmadik kiilonbozik t6litkk. Ha tehat az algo-
ritmusuk az, hogy aki két azonos szinti sapkat lat,
az ellenkez6 szinit tippeli, aki két kiilonbozét 1at,
passzol, akkor a nyolc esetb6l hatban megmenekiil-
nek, az esély igy %. Csak akkor nem menekiilnek
meg, ha mindenki fején azonos szinti sapka van, ek-
kor viszont mindenki tippel, és mindenki rosszul. A
nyolc esetbdl hatban egy-egy tipp hangzik el, ez hat
helyes tipp, és két esetben hdrom-harom, azaz Gssze-
sen hat rossz tipp. Mivel egyik rabnak sincs semmi
informacitja a sajat sapkdja szinérdl, ezért mindenki
% eséllyel tippel jol, igy a helyes és hibéas tippek sza-
ma azonos kell hogy legyen! Ez itt fenndll! Ez egy-
uttal azt is igazolja, hogy ennél nagyobb esélyt ad6
algoritmus nincs, hisz ha nyolc esetben hétszer me-
nekiilnének meg, azaz lenne hét helyes tipp, akkor a
hét hibas tippnek az egyetlen rossz esetben kéne el-
hangzania. Ez lehetetlen, mivel csak hdrman vannak.
Osszefoglalhatjuk ezt az esetet gy, hogy a harom rab
arra fogad, hogy a fejiikon nem az ismétlékod vala-
melyik szava van (PPP vagy FFF). A 3-hosszt ismétlo
kod 1 hibat javit, igy minden olyan esetben, amikor
nem kodszé van a fejiikon, akkor pontosan egy rab
tudnd azt javitani, de mivel arra fogadnak, hogy nem
kédsz6 van a fejiikon, e rab épp a javitassal ellentétes
szint tippeli.
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Térjink at a hét rab esetére. Hogyan altaldnosit-
hatjuk a harom rab algoritmusat? Egy 1 hibét javito
kod segitene! A 2.69. feladatban definialt Hamming-
kéd épp ilyen! A piros szinnek feleltessiik meg a 0,
a feketének az 1 € IF, elemet. A 7 hosszi Hamming-
kédban 16 kédsz6 van, és minden F}-beli vektor vagy
egy kodszo, vagy van egyetlen kédsz6, melytsl valé
Hamming-tavolsaga 1, és minden mas kodsz6tél valé
tévolsaga nagyobb 1-nél. Ezt az biztositja, hogy a kéd
1-hibajavits. A vektorok széma 27 = 128, igy annak
esélye, hogy kédsz6 van a fejiikon, 16/128 = 1/8, te-
hat felesillan a megmenekiilés %-os valészintiségének
esélye.

A rabok a kovetkezd algoritmusban egyeznek
meg. Készitenek egy tdbldzatot a 16 kédszoérdl, amit
mindegyikiik megkap, és megegyeznek abban, hogy
kihez melyik koordinata tartozik. Mindenki kortiil-
néz, és megallapitja, hogy 6-e az, aki k6dsz6vd tudna
tenni a az altala latott sapkédk alapjan kapott vektort.
Aki dgy latja, hogy 6 az, oly médon tippel, hogy
ne kédszét adjon a tippje. Ha kédszé van a fejii-
kon kiosztva, mindenki tippel, és mindenki rosszul,
ha nem kédsz6, akkor csak egyetlen rab tippel, hisz
csak egyetlen koordindta megvaltoztatdsdval tehetd
egy nem kodsz6 kédszova. A tobbi rab ekkor tehat
passzol. A hibas tippek szdma 16 -7 = 112, a j6 tip-
pek szama (128 — 16) - 1 = 112. Ebbdl a fentiekhez
hasonléan adédik, hogy %—nél nagyobb valdszinfiség
7 rab esetén semmilyen algoritmussal nem érheté el.

E feladat altalanosithat6 2" — 1 rab esetére. Igazol-
juk, hogy n — oo esetén a megmenekiilésiik esélye
1-hez konvergal!



