3.1. A két tdblazat szorzata:

csarnok  hipermarket  piac
Anti 1350 1250 1210
Bori 1425 1245 1225
Cili 960 830 850

Tehat Antinak és Borinak a piacon, Cilinek a hiper-
marketben érdemes vasérolnia.

Aki e felirds részletszdmitasaiban még bizonyta-
lan, irja fel Ggy a tdbldzatokat, hogy az kovesse a fej-
lécek pozicidjat (roviditések: A = Anti, B = Bori, C =
Cili, a = alma, b = bandn, ¢ = citrom, csrn = csarnok,
hipm = hipermarket):

‘Csrn hipm piac

a 180 100 130

b | 390 420 360

c | 210 210 230

a b ¢ csrn hipm  piac
A|l2 2 1 A 1350 1250 1210
B |3 2 o5 B | 1425 1245 1225
Cl2 1 1 C 960 830 850

3.2. a) A két helyettesitést elvégezve:
x=2a+b=2(-3s+1t)+ (4s —t) = =25 +1t,
y=3a+b=3(—3s+1t)+ (4s —t) = —5s + 2¢.

A két helyettesités kompozicidja a két helyettesités
tdblazatanak szorzataval is megkaphato:

‘ab ‘s t ‘s
x|2 1 Xal| -3 1=x|-21
y|3 1 b 4 -1 y| -5 2

Aki e felirds részletszamitdsaiban még bizonytalan,
irja fel tigy a tdblazatokat, hogy az kovesse a fejlécek
pozicidjat:

S}

[
(e8]
—_

‘ a b s
x|2 1 x| -2 1
y|3 1 y|-5

Tehat a fiiggvény f(x,y) = f(—2s+ t,—5s + 2t).

b) A két helyettesités kompozicidja a két helyette-
sités tablazatanak szorzatéval is megkaphat6. E szor-
zatbol az olvashaté le, hogy a kompoziciéval kapott
helyettesités: x = s, y = t, z = u. Ez azt jelenti, hogy
a két helyettesités valamilyen értelemben egymads in-
verze (mit is jelenthet ez pontosan?).

3.3. Kétféleképp adhatjuk meg a tdblazatot, ha az el-
s sor és oszlop a tv3-é:

-re ‘ tv3  tvg -r6l ‘ tvs  tvg
tvg | /2 1/4 tvz | /2 1)2
tvg | 1/2 3/4 tvg | 1/4 3/4
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A nézok kezdeti eloszlasanak tédblazatara is két lehe-
téség van:

tvz  tug
ardny | /2 1/2

a) El6szor valaszoljuk meg a kérdést a tv3-ra: a sajat
nézéinek fele marad (% . %), ehhez jon a tv4 nézéi-
nek negyede (% . %), ez Osszesen % . % + % . % = %. A
tv4-re a szamitdas: % . % + % . % = %. Ez tablazatok
szorzésaval az el6z6 két-két felirast hasznéalva:

-re ‘ tvy  tug ‘ ardny ‘ ardny
tvz | /2 /4 x tvz | 1/2 = tv3 | 3/8
tog | /2 3/4  tvg | 1)2 tvg | 5/8
tvz tvg 2 — tvz tug
ardny | 1/2 1/2  ardny | 3/8 5/8

tvg | 1/4 3/4

Csak az atpartolas tablazatat nézve, a masodik hét
végére a tv3 nézdi elsd héten megmaradt felének csak
a fele marad meg, mig a tv4-t6l atpartolt negyednyi
kozonségnek is a fele, tehat a tvy — tv3 ,mozgés” a
nézodk 3/8-adét érinti, mert % . % + % . % = %. Hasonlo
szamitasokkal a tobbi érték is megkaphato, melyet az
alabbi, két, tablazatok kozti szorzassal is meg lehet
adni:

-re | tvy  tug -re ‘ tvy  tug -re ‘ tvy  tug
tvg | /2 1/4 x tvz | /2 1/4 = tv3 | 3/8 5/16
tvg | /2 3/4  tvg | /2 3/4 tvg | 5/8 11/16
-6l | tvg  tog  -r6l ‘ tvz  tug -1l ‘ tvy  tug
tvg | /2 1/2 x tvz | /2 1/2 = tvz | 3/8 5/8
tvg | 1/4 3/a tvg | 1/4 3/a tvg | 5/16 11/16

1 5 12
2 1 -3

1 0 -1
3 0 2
3.5. A férfiarc (Humphrey Bogart) matrixdn a 9-es

szam jelzi az atlatszosagot, mig a sziirke szinarnyala-
tait a 0-t6l 8-ig terjed6 szdmok.

3.4. a) 4A — 3B = { ], b) 2B — C nincs ér-

telmezve. ¢) 2B — CT =

Ha a a [0,k] intervallumba es6 szam, akkor 0 <
a/k <1, igy a/k egész része 0 vagy 1. Ha k az at-
latsz6 pixel szine (az adott matrixban k = 9), akkor
|a/k| pontosan akkor 1, ha a = k, azaz ha a pixel &t-
latszo, egyébként 0. Legyen egy pixel értéke az dbran
a, a hattérben az azonos helyen 1év6 pixel értéke b.
Eszerint

“@":”WZJ(ba):{b' haa =k,

a, egyébként

értéke pontosan ott mutatja a hatteret, ahol a kép at-
latsz6, azaz pont ott b, ahol a = k. Igy e miivelet-
tel elemenként definialt [A © BJ;; = a;; © b;; mtivelet
a kivant eredményt adja. A 3.2. dbran harom képet
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32 x 24-es matrixszal szemléltetiink, a férfiarc matri-
xat is megadtuk, a masik a hattér. A mfivelet ered-
ménye a harmadik kép.

3.6. Példaul a standard bézisba azon matrixok tartoz-
nak, amelyekben egyetlen elem 1, a tobbi 0.

3.7. E maétrixok Osszes linedris kombindcidja

a+b+c a+c

aA +bB +cC = . b c

alaku. Ha egy tetsz6leges [, 7] matrixrdl el akarjuk
donteni, hogy a fenti alakt-e, azaz fonnall-e valamely
a, b, c ismeretlenekre az

_|u v

o lw oz

egyenl6ség, akkor meg kell oldani a matrixok eleme-
ire vonatkoz6 négy egyenletbdl 4ll6 3 ismeretlenes

a+b+c a+c
a b+c

a+b+c=u
a +c=v
a =w

b+c=z

egyenletrendszert. Ha ennek van megoldasa, akkor
létezik a megfelel6 linearis kombinaci6, tehat az adott
[ 7] matrix a kifeszitett térbe esik. Ennek az egyen-
letrendszernek a b&vitett matrixat folirva, majd elemi

sormfiveletekkel megoldva a kovetkez6t kapjuk:

1 1 1| u 1 0 O w

1 0 1|0 _ 01 1 u—w
1 0 0w 0 0 1 v—w
01 1]z 0 0 O0|jlw+z—u

Igy ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté
meg, ha w +z — u = 0. Péld4ul az [3 5] métrix ebbe
az altérbe esik. A fenti egyenletrendszer megoldasa-
val az is megkaphatd, hogy mik a linearis kombindcié
egytlitthatéi. Azt kapjuk, hogya=3,b=1ésc=1.

3.8. a) Hamis, b) igaz, c) igaz.

-10 -8 -4 14
3.9. a) [ 5 11} ,b) { 20 7} ,¢) =3 (vagy [-3]),

4 5 —4 2 0 0
4 [16 20]’8) {—6 4} 2z [o 0
3.10. Igaz, hamis, igaz, hamis. Az egyenl6ségek ak-
kor igazak, ha a képletben szerepl6 két matrix felcse-

rélhetd.
3.11.

a) a-b=a'b= [1 2] H -2

,ui. CD = DC.

1

sova= [ o 1] = [0 1]

0
b) u-v:uTv=[1 20 1] b5,
2
3
1 0123
2 0246
u@v=uv' = 0 [0123}: 000o0l
1 0123
c) A skaldris szorzat nem végezhetd el, a diadikus
szorzat
1 01 2 3]
a®b=ab’ = |2 [0 12 3]: 02 4 6|
0 0000

&)}

3.12. a) AB nincs értelmezve. b) ABT—D = |:2 NE

3 3 3 21
c) BC = 5 4,d)CB: 6 4 2|,
1 1 0
32 23
e) (DA)C = 16 13|°

3.13. A méretek alapjan a BC szorzat nincs értelmez-
ve, a tobbi:

3 2 1
AB= |9 8 7|, BA:Z 13},

3 4 5

3 21 -2 -1
CBL 4 5]’ CD[lO 11]’

DC =

12 12 0 -6

)
Osszefoglalva: AB # BA, mert kiilonbozd tipust-
ak, BC # CB, mert az egyik oldal nincs értelmez-
ve, CD # DC, bar mindkét oldal értelmezve van
és azonos tipust. Ugyanakkor fenndll a DE = ED

egyenl6ség. Azaz vannak felcserélheté matrixok, de
a matrixszorzas nem felcserélhet$ miivelet, tehat nem

kommutativ!
1 1 o] [x 1
314.a4) |1 0 —1| |y| = |2,
00 1|z 3
2 01 o[« 1
1 -1 0 -1 2
Dl 11 1 i ~ 20’
0 0 0 |w 3
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I
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3.16. A linearis helyettesités matrixszorzatos alakja

y = Ax,
azaz kifejtve
1 air 412 ... A1 X1
Y2 a1y a4z ... dzp X2
Ym Ayl Am2  ---  OGmn Xn

3.17. a) Az attérés matrixa

N O
o O

1
Teep=|1
1

N
(O8]

Ezt f6lhasznalva kapjuk, hogy

1 0 0] (-1 -1
uC:TCeBuB: 1 2 0 1| = 1|,
1 2 3 1
tovabba
1 0 o] [-3] [-3]
ve=Teepvg=11 2 0 2| = 1
1 2 3 0 1
b) Az attérés matrixa
1 0
11
T, =
C+B 0 3
-2 2

Ezt f6lhasznalva kapjuk, hogy

1 0] 2
1 1 3
uc = Acepup = o 3|11l =1 3l”

_—2 2_ o _—2
1 0] 1]
1 1] |1 2

ve=AcesvB=| o 5| 1] = |3]"
-2 2| |0
1 0] [1]
1] |1 3
ve=Acesvs=| 5 5| 1] = |6
_72 2_ o _2_
1 0 O 1 0 O

318. a) E= |0 0 1|, bE= |0 3 0},
0 1 O 0 0 1
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a
2 2 2

3.19.a4) |2 2 2|, D) z?izjrzcb
8 8 8 J

3.20. a) Jelolje E;;, E;j(c), E;(c) rendre azt az elemi
matrixot, melyet a kovetkez6é sormftiveletekkel kap-
tunk az egységmatrixbol:

Si<>S; Si+cS; .
I i>] Ez'j/ —C>1 Ei]‘(C), I C—Sl> Ei(C).
Ekkor
0;<0; 0j+cO; .
I i>] Eij/ i> Eij(c)r I C—Q> Ei(C).

b) Egyenként ellenérizhet6 (a hozzadadas mtiveleténél
6vatosnak kell lenniink):

O,‘(—)O/'

O/'+CO,'
A —

AEj, A 557 AE;(c), A <% AE(c).

3.21. Szdmoljunk blokkmatrixként kezelve a matrixo-
kat:

1 0|10 0 2]ol1
A+3Cc=10 1]1|2]+3]2 ololo
0 0]3]0 1T 111

10 0o 2] [1 ol o 1

_1lo 1}”[2 o} 1| 310 M”o

{0 0}+3[1 1} 3431 0+3-1

Ellendrizziik a szdmitast kozonséges matrixmiivele-
tekkel! Ezutdn tekintsiik a blokkmatrixok szorzasat!

- 2 4
o g f
0030 |5
SR el o
[0 o] [3 §+3[2 2]+0[o 1]
B R |
_[o O]+[6 6]+[0 0} 6 6

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha ellenérzésiil egy-
szer{i matrixszorzassal is elvégezziik a mtiveletet!

3.22. a)
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¢) A két matrix szorzata

By
By
A11By1 + ApByg
Az1B11 + ApByg

A
Ar

A
An

B>
B2

A11B12 + ApBx
A21B1 + ApnBx

Ellenérizziik, hogy a 3.7. éllitas feltétele (minden k-ra
az Aj, blokk oszlopainak szdma megegyezik By; so-
rainak szaméval) val6ban sziikséges, de elégséges is.

3.23. 1. Mivel [I,|S] az A redukélt 1épcsSs alakja,
ezért ennek barmely oszlopa az A matrix azonos sor-
szamu oszlopanak koordinatds alakja az B, oszlop-
vektoraiban, mint bazisban felirva. Ez épp azt jelenti,
hogy A = B, [I;|S]. Ez az oszloptér barmely oszlopa-
ra, igy b-re is igaz, hisz [A|b] redukalt 1épcs6s alakja
szerint az egyenletrendszer megoldhat6, igy b eleme
az oszloptérnek. Eszerint tehat b = B,d,.

Az, hogy minden megoldas folirhat6 a feladatban
megadott alakban, a Gauss—Jordan-médszerb&l ko-
vetkezik. Meg kell még mutatni, hogy a tételben felirt
x vektor valéban megoldas.

d, -S
)

Ax = B, [I, s} ( 0.

=B, (d, — St; + St;) = B,d,
=b.

+

Ez bizonyfitja az allitas els6 felét.

2. Az, hogy x = [15 |ts a homogén egyenletrend-

szer megoldasa, az el6z6hoz hasonléan lathat6. Az,
hogy [15] oszlopvektorai a nulltér bazisat alkotjak
abbol kovetkezik, hogy egyrészt kifeszitik a nullteret,
masrészt linedrisan fiiggetlenek, hisz az als6 blokk-
ban 1év6 Is métrix oszlopai linedrisan fliggetlenek.
324.4) (A+B)®C = A C+B®C, ui. az ij-
edik blokk a bal oldalon (a;; + b;;)C, a jobb oldalon
2;;C + b;;C, és ez az egyenl6ség minden ij indexre
fenndll. A masik azonossdg hasonléan igazolhato.
b) (ARC)®D = A® (C® D), ahol a matrixok
mérete Amxn, Cpxq, Drxs. Az A ® C szorzatban
apnepg az (M —1)p+ P, (N —1)g+ Q) indexti elem
A<M<m1I<N<n1<P<p1<Q<yg
1<R<Kr1<S <s). igy az (aMNCpQ)dRS az
(A ® C) ® D szorzatban az

(M=1)p+P-1)r+R,(N=-1)g+Q—-1)s+S5)

index{i elem. Hasonl6képp C ® D-ben a cpgdgs szor-
zata ((P—1)r+R,(Q —1)s+S) indexti elem, igy az
apmn (cpodrs) indexe az A ® (C ® D) szorzatban

(M=1)pr+ (P-1)r+ R, ((N—1)gs+ (Q—-1)s+S) =
((M=1)p+P-1)r+R,((N-1)g+Q—-1)s+9).
Tehdt az apncpodrs elem indexe a bizonyitand6

egyenl6ség mindkét oldaldn azonos, ami igazolja,
hogy (A C)@D =AQ® (C®D).

) (A®C)T =AT®CT, ugyanis

T
LZHC alnC a11CT amlCT

am C amnC a1,C’ amnCT

3.25. A 3.29. példdban meghatdroztuk a megadott
matrixegyenlettel a 3.28. tétel szerint ekvivalens

(i B/ © Ai> vec(X) = vec(C)

i=1

egyenlet egytitthatomatrixat:

IRA+B' ®I=

Innen az AX 4 XB = C egyenletnek megfelel6 b&vi-
tett matrix

=
= N O O
N — O O
SN =

1
1
0
01 0

ahonnan az els6 két sorb6l azonnal latszik, hogy
az egyenletrendszer inkonzisztens, tehét a Sylvester-
egyenletnek sincs megoldasa.

3.26. A megadott linedris matrixegyenlet egyértelmfi-
en megoldhat6. A 3.28. tétel szerinti egyenletrend-
szer bévitett matrixa és a megoldasvektor visszairva
a métrixegyenlet megoldasava:

11000 3|5
01003°0|4 11
1 11300|5 x= 11 1
0121002 01
1 21111]|6
110101|4

Az Octave-kod:

al = [1 1;0 11;

a2 = [0 1;1 0];

bl =10111;011;00 1];

b2 = [0 0 1;0 2 0;3 0 0];

b =1[52;46;54];

B = reshape(b,6,1)

A = kron(bl',al) + kron(b2',a2)
A\B

3.27. Valéban

_[g g]

o~ NN
—_ o N =



3.28. 1. megoldds: Az i-edik klubhoz rendeljiik a v; =
(vi1, 012, ..,v;y) vektort, ahol

1, ha a k-adik lakos tagja,
Vi =
i 0, hanem tagja az i-edik klubnak.

E vektorok egészelemiiek, igy elemei a Q' térnek,
ahol I a lakosok szama. A feladat feltételei szerint

péros, hai #j,
ViV =
b pératlan, hai=j.

Megmutatjuk, hogy e vektorok linedrisan fiiggetle-
nek. Indirekt médon tegyiik fel, hogy linedrisan
Osszefliggok, azaz hogy léteznek olyan c¢; € Q kons-
tansok, hogy

C1v] +Covo+ ...+ vy = 0. (*)

Szorozzuk be e kifejezést a raciondlis c; szamok neve-
z6inek legkisebb kozos tobbszorosével, majd osszuk
el az igy kapott egészek legnagyobb koz0s oszt6ja-
val. Eszerint ha a vektorok linearisan 0sszefligg6k,
akkor olyan c; egész szdmok is léteznek, melyekre a
fenti egyenl6ség fenndll, és amelyek relativ primek.
Ezutdn szorozzuk be skaldrisan (x) egyenlSséget a v;
(j=1,2,...,1) vektorral. A bal oldalon paros szamok
és a ¢; - pdratlan szdm Osszege all, ami csak akkor le-
het nulla, ha ¢; paros. Ez minden j-re igaz, ami ellent-
mond annak, hogy a ¢; szamok relativ primek. Tehat
az indirekt feltevésiink hamis, azaz a vektorok line-
drisan fliggetlenek. Akkor pedig e vektorok és igy
a klubok szama is legfoljebb annyi lehet, mint a tér
dimenzidja, azaz I.

E megoldéasban az egytitthat6k paritdsa jatszotta a
kulcsszerepet. Ez vezet a kovetkez6 megoldas alap-
otletéhez, hogy a vektorok koordinatait és az egytitt-
hatokat is a kételemfi testbdl vegytik.

2. megoldds: Az i-edik klubhoz az el6z6 megoldas-
ban rendelt vektor egy 0-1-vektor, igy tekinthet6 az
IF, vektortér elemének is. Megmutatjuk, hogy a vek-
torok e térben is linedrisan fliggetlenek, igy szdmuk
kisebb vagy egyenl6, mint a tér dimenzidja. A feladat
feltételei szerint

0, hai#j,
Vi-V]‘: . .
1, hai=j.

Indirekt médon tegytik fel, hogy a vektorok lineéri-
san osszefliggtk, azaz hogy léteznek olyan c; € IF;
konstansok, hogy fenndll a (x) egyenl6ség, és nem
mindegyik ¢; = 0. Szorozzuk be mindkét oldalt ska-
larisan a vj vektorral. Kapjuk, hogy ¢j = 0. Ez min-
denj=1,2,...,] indexre fenndll, ami ellentmond az
indirekt feltevésiinknek, hogy nem mindegyik ¢; = 0.
Tehat a vektorok linedrisan fliggetlenek, igy k < I.
Az 1. és 2. megoldasrél megjegyezziik, hogy az
utébbi egy er6sebb allitast tartalmaz. Megmutathat6
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ugyanis, hogy ha a vy, vy, ..., vy 0-1-vektorok linea-
risan fiiggetlenek IF, folott, akkor fiiggetlenek Q fo-
lott is (igazoljuk!). Forditva nem igaz, pl. az (1,1,0),
(1,0,1), (0,1,1) vektorok fiiggetlenek a Q test folott,
de linedrisan Osszeftiggok [F, folott, hisz 6sszegiik a
zérusvektor.

3. megoldds: A v; vektorokb6l képezziik a V =

[vi|va...|vi] € FY*F métrixot.
1 0 ... 0
; 0 1 0
VIV = [v; vk = =1
00 ... 1

A szorzat rangjara vonatkoz6 allitas (3.22. kovetkez-
mény) szerint k = r(VTV) < r(V), mésrészt V-nek
k oszlopa van, tehat r(V) < k, igy ezeket Osszevetve
r(V) = k. Ugyanakkor r(V) < I, tehat k < I, azaz
a legfoljebb annyi a klubok szama, ahdny lakosa van
Paratlanvarosnak.

A fenti megolddsokban kapott k < I becslés éles,
hisz ha minden lakos alapit egy egyszemélyes klu-
bot, akkor e klubokra mindkét feltétel fenndll, és a
szamuk azonos a lakosok szdmaval.

3.29. a) Az R?*- és R>*2-beli hipermatrixok kiilsé
szorzata RZ*3*2.ba esik:

T=

024130}

2 0 4 8|2 6 0

0 1
® 12 3| = [

4 0
Igy pl. ha 1-t6l indexeljiik az elemeket, t;;; = 0,
trop = 6, trzp = 0. Az Octave (7.1. — 2022) a Tensor-
lab (3.0 — 2016) csomaggal és a Python (3.10.8) kiilon-
boz6képp jeleniti meg e tenzort, rdadasul Pythonban
kiilonb6z6 eredményt kapunk, ha az els6 tényez6t 2
dimenzids vektorként (ill. 1 x 2-es matrixként) vagy
2 x 1-es matrixként adjuk meg. Az elemek indexe-
lésében természetesen a Python 0-t6l, az Octave 1-t6l
indexel. Minden tovabbi magyarazat nélkiil mellékel-
jiikk a programkodokat.

> A =[1; 2];
> B =1[01; 2 3; 4 0];
>> T = outprod(A, B)
T =
ans(:,:,1) =

0 2 4

0 4 8
ans(:,:,2) =

1 3 0

>> T(1,1,1), 7(2,2,2), T(2,3,2)
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ans = 0
ans = 6
ans = 0

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az els6 tényezére
az

>> A = [12];

értékadast hasznéljuk. Python esetén a kod a kovet-
kez6:

>>> import numpy as np

>>> A = np.array([1,2])

>>> B = np.array([[0,1],[2,3],[4,0]1])
>>> T = np.tensordot(A, B, axes=0)

>>> A

array([1, 2])

>>> T

array([[[0, 11,
[2, 31,
[4, 011,
[lo, 2],
[4, 6],
[8, 0111)

>>> T.shape

(2, 3, 2)

>>> T[0,0,0], T[1,1,1]1, T[1,2,1]

(0, 6, 0)

Ugyanakkor a fenti kédban megcserélve az A értékét,
megvaltozik az eredmény. Ez els6 ranézésre nehezen
észrevehet6, de a szogletes zaréjelek szama, valamint
a két tomb kozti tires sorok szdma mindent megma-
gyaraz, amit a T.shape értéke is vildgossa tesz.

>>> A

np.array([[1], [2]])
>>> T = np.tensordot(A, B, axes=0)

>>> T
array([[[[0, 1],
(2, 31,
(4, o111,
(e, 21,
(4, 61,
(8, 01111
>>> T.shape
(2, 1, 3, 2)
>>> T[0,0,0,0], T[(1,6,1,1], T[1,6,2,1]
(0, 6, 0)
0 1 |1 0 1[0 2
v {2 3}@92}_{2 3|4 6]
1 (1] |3 3.0[50
o 2®0®5_[6 010 0}
2 [0 Ygl0 1 _|00jo 1o 1/0 0
1.0 |1 0of [0 0|1 0f1 0/0 O

0 1 1 00 0|0 O0O0|0 00O
e) |1|®[0l®[2]=1[1 0 2{2 0 4|0 0 O
2 2 0 2 0 4/4 0 8(0 00
Pythonban a kéd:
>>> T
array([[[o0, 0, O],
[6, 6, 0],
[6, 6, 0]1,
[ry, 2, oj,
[6, 6, 0],
[2, 4, 0]1,
[r2, 4, ol,
[6, 0, 0],
[4, 8, 0]11])
>>> T[2,2,1]

8
Octaveban a szorzattenzor és egy adott eleme:

>> outprod([0;1;2], [1;0;2], c=[1;2;0])

ans =
ans(:,:,1) =
0 0
0 2
0
ans(:,:,2) =
o 0 0
2 0 4
0 8
ans(:,:,3) =
0o 0 0
0 0 0
0 0 0

>> ans(3,3,2)
ans = 8

3.30. a) A kontrakcids szorzat kiszamitasdhoz el6szor

megallapitjuk a tipusat, ami 2 x 3 x 2-es és 2 x 3-as
tenzorok Osszeszorzdsa esetén 2 X 3 x 3-as lesz:

<{101210} {211”
011/001|’[0 0 1
2:0
f202[101]311
012

(02 2]011
Ha [a;;;] jeloli az elso, [by] a masodik és [t;;] a szorzat

tenzort, akkor pl.

1
tooz = Y aookbr = aoooboz + agorbiz =1-1+2-1=3.
k=0



Az itt szerepl6 elemeket szinessel ki is emeltiik. A fel-
adatban a kontrakciés szorzat indexeit megadé6 2 : 0
el is hagyhat6, hisz ez az alapértelmezés, azaz az els6
tenzor utolso, és a méasodik tenzor els indexére valo
Osszegzés. A Python-kédban 6vatosnak kell lenni az
indexelések kiilénb6z6sége miatt:

>>> import numpy as np
>>> A = np.ndarray(shape=(2,3,2))
>>> A[:,:,0] = np.array([[1,0,1],[0,1,1]1])
>>> A[:,:,1] = np.array([[2,1,0],[0,0,1]])
>>> B = np.array([[2,1,1],[0,0,11])
>>> T = np.tensordot(A, B, axes=1)
>>> T.shape
(2, 3, 3)
>>> T[:,:,0]
array([[2., 0., 2.1,
[0., 2., 2.11)
>>> T[:,:,1]
array([[1., 0., 1.1,
[0., 1., 1.11)
>>> T[:,:,2]
array([[3., 1., 1.1,
[0., 1., 2.11)

b) E szorzatban mindkét tenzornak a masodik in-
dexére megy az Osszegzés, igy a kontrakciés szorzat
2 x 2 x 2-es lesz:

10
11

101|210 |2 1 1 |35
011f00 1700 1/ |21

%X

Itt példdul az el6z6 pont jeloléseit hasznalva

2
t010 = Zaojlb()j =1 '1+2'1 = 3.
j=0
A Python-kéd az el6z6 pontbeli kéd folytatdsaként a
kovetkezé:

>>> T = np.tensordot(A, B, axes=([1],[1]))
>>> T
array([[[3., 1.],

[5., 0.]11,

[[2.,
[1.,
>>> T[:,:,0]
array([[3., 5.1
[2., 1.11)
>>> T[:,:,1]
array([[1., 0.1,
[1., 1.11)

1-]1
1.111)

3.31. a) Igaz, b) hamis, ¢) igaz.
3.32. A bizonyitasok kozvetleniil kovetkeznek a valos
szamok kozti mtiveletek tulajdonsdgaibol. Mintaként
bebizonyitjuk az a) allitast.
A +B = [a;] + [bjj] = [a;; + bjj]
= [bij +aj] = [bij] + [a5] = B + A
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A *-gal jelzett egyenl6ségnél haszndljuk a szdmok
Osszeaddsanak kommutativitasat. A tobbi allitds ha-
sonléan egyszertien bizonyithato.

3.33. Helyettesités el6tt:
u'u [2 -1 —1] u.
Az u = Ax helyettesités elvégzése utin

xTATAx [2 ~1 —1] Ax,

ahol
X1 uq 3 2
X=|x|,u=|up|, A= |1 -3 1
X3 us 2 -1 -3
3-34-

a) A 3.46. tétel bizonyitdsdnak (e) = (f) 1épése sze-
rint ha egy A matrixot elemi sormtiveletekkel
az egységmatrixba lehet transzformalni, akkor az
elemi sormfiveletek inverzei forditott sorrendben
elvégezve az I-t A-ba transzformadljak. Ez viszont
azt jelenti, hogy a hozzéjuk tartoz6 elemi maétri-
xok szorzata épp A.

Elemi sormf{ivelet Elemi matrix Inverz
1 2
3 5

1ol 4 1o
1 S —35; E, = 3 1 E; —{3 1
1 2
0 -1

ool s 1o
Y5 B=1y 4| B _{0 —1
1 2
0 1

) 12
4 5125 E; = 1 E; —-{0 1
1 0
0 1

A fenti atalakitds nyoman tehat EzE;E;A = 1,
amibsl A = EflEglEgl, azaz

=R

igy A-t hdrom elemi matrix szorzatdra bontottuk.
b)'13_1o'10'13

2 8| |2 1/]o 2|0 1|
C)_l ~1] 1 o] 1t o][1 =1

1 1 {1 1/]0 2[|0 1|

d)'24_20'10'1012
3 8 [0 1[|3 1[|0 2[|0 1|




3-8 MATRIXMUVELETEK

2 0 4 2 0 0l[1t o o]t oo
e [0 2 0l=1]0 1 0 1 0|0 2

3 2 7 0 0 1|3 1110 0 1

1 0 ol [t o 2

01 ollo 1 of.

02 1|10 0 1

1 1 2] [1 o ol[1t o o] [1 0
plt 2 2l=|1 1 1 0| lo 1

2 4 5 0 0 1|12 o 1] |o 1

1 0 2][1 1 0

01 0l]lo1 o0

00 1/0o 0o 1

3.35. Legyen A = [?!]. Négyzete a zérusmétrix, az-

az
2 |la b||a b| 100

A_[cd][cd}_ _{00'
Innen vagy a = d = 0 és b vagy c legaldbb egyike 0,
vagya#0,c#0ésb=—a*/c,d = —a.

3.36. A feladat érdekes, abban a Fibonacci-sorozat
elemei bukkannak fél. Ez az fy = 0, f = 1,
fk+1 = S + fr—1 egyenlbségekkel definidlt sorozat,
melynek els6 néhany tagja: 0,1, 1,2,3,5, 8,13, 21,....
Tekintsiik B néhany hatvanyét:

IR

. |11 o] v o2l _[a f
S N

Ennek alapjan azt sejtjiik, hogy

a2 +bc bla+d)
cla4+d) bc+d?

A2 =

An — fnfl fn .
fn fn+1
Az allitds n = 1,2,3 esetén igaz, és n-r6l oroklédik
n + 1-re, ui.
An+1:AnA: fVl*l fn 01
fn fn+1 11
| S for1 | _ | foo fanr
fnfl +fn f" ‘|’fn+1 fn+1 fn+2

3.37. u'v = u;v;, uAv = U;a;vj, [ATB]ij = aybj,
[ABC]” = aikbklclj/ uTABCV = uiaijbjkcklvl.

3.38. Jelolje £ a standard bazist. Ennek vektorait kife-
jeztiik a B bazis elemeivel, az ezekb6l képzett matrix-
szal tehéat az £-beli vektorok B-beli koordinatas alakja
folirhato, tehat ez a B < £ attérés matrixa, azaz

11 1
Tgee= |1 2 3.
1 2 4

Ennek inverze a keresett méatrix:
-1

111 2 -2 1
Teep=Tzle=|1 2 3| =|-1 3 -2|.
12 4 0 -1 1

Ennek oszlopvektorai adjdk a B vektorainak £-beli
alakjat.
3.39. Az Osszefiiggések a blokkmatrixok szorzasabol
azonnal lathatok:

| O

|0 1|

A O||lA1 O
A-! -A'BD!| |I O
(o) D! T |lo 1|

O D|O0O D!
3.40. Legyen A € R"™*™, D € R"*". El6sz0r igazolni
kell, hogy a kijelolt mtiveletek val6ban elvégezhet6k.
Valéban, X € R™*™", D~! + D-1CXBD! € R"*",
XBD~! € R"*", D~1CX € R"*™. Ezutén csak a két
blokkmaétrix szorzasat kell elvégezni.

A B
O D

3.41. Az a) és a b) kérdésben a 3.39. feladat, mig a c)
kérdésben a 3.40. feladat képlete hasznalhat6.

[ 2 -3 0 0 0]
-1 2 0 0 0
a) 0 0 -5 3 3.
—16 9 10
—16

b) 0 0 -5 3 3.

c |—1 1 1 0 0f.
-1 1 0 1 0
1

3.42. Ha ¢ # 0 és A-nak van nullatol kiilonboz6 ele-
me, akkor cA-nak is.

3.43. A hérom allitds igazolhat6 formélisan, az elemi
matrixok dltaldnos alakban val6 felirdsaval. Masik le-
het6ség, hogy valamely elemi matrixszal balrél val6
szorzés elemi sormfiveletet hajt végre a megszorzott
A miétrixon, igy csak ellenérizni kell, hogy elemi mat-
rix és inverzének alkalmazasa utdn valéban valtozat-
lan marad-e az A matrix. Valéban, pl. az A matrix i-
edik és j-edik sordnak cseréje utdn ismét felcserélve e
két sort visszakapjuk az A matrixot, tehat El;l =Ej;.
A masik két egyenl6ség hasonldan egyszertien iga-
zolhato.

3.44. A fOlcserélhetéségre vonatkoz6 AB = BA
egyenletet szorozzuk meg mindkét oldalrél B~!-gyel:

B !(AB)B~! =B !(BA)B .
Az asszociativitast hasznélva

(B'A)(BB ') = (B 'B)(AB 1),



amib&l a BB~! = I helyettesitéssel kapjuk, hogy

B !A=AB L

3.45. Az els6 0Osszefiiggés blokkmatrixokként val6
szorzéssal igazolhats. Az A = [a;], C = [c¢}j] je-
16léssel A®B = [1;B], C®D = [¢,;D]. Igy az
(A ® B)(C ® D) szorzat ij-edik blokkja

n n
Z a;tBeyiD = <Z aitctj) BD.
t=1 t=1

Ez az [AC];; elem és a BD szorzata, ami épp az
AC ® BD matrix ij-edik blokkja.

A masik egyenl8ség ennek egyenes kovetkezmé-
nye, hisz

(AQB)(A'@B ) =

ami igazolja az Osszefiiggést.

3.46. Els6 1épésként ellendrizziik, hogy e képletek va-
l6ban megadjék-e a métrix inverzét. Az aldbbi egyen-

AA71 ®BB71 =1L, ®@Ly = Lum,
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hogy A + uv' invertalhato.

A luvTA!
-1 T
(A T TiviaTy | AtV
—A A+ A TuyT - A luv'AT1A _ A luv'A Tuv’
a 1+viA—1lu 1+viA-1lu
4 A lavT - Alulvt A lu (vIATlu) VT
1+viA—1lu 1+viA—1lu

It A-layT - A lu(1+vTA lu) VT

1+viA-1u
ZI+A v — A Tuv'
=1

A x-gal jelzett egyenl6ségnél azt hasznéltuk ki, hogy
1 x 1-es matrixszal val6 szorzas egybeesik a skalarral
val6 szorzassal, a skalar tényezd pedig egy matrix-
szorzatban atteheté mas helyre, igy az adott tortkife-

7 2

jezésben egyszertisithettiink vele.

3.48. Els6 1épésként kifejezziik az 4j matrixot A-bol
métrixmfiveletekkel. Legyen e; és e; az i-edik és j-
edik standard egységvektor. Ekkor a médositott mat-
rix B = A + eeje!. Erre alkalmazhat6 a Sherman—

16ség jobb oldaldn a képletekbél visszahelyettesites-  Morrison-formula az u = e; és v = ce; vélasztassal.
se% kapott matrix, amirdl egyszer{i beszorzjassa.il ellen- B - B Ale; (8e]-)T Al
Orizhet6, hogy valéban a megadott matrix inverze. B = (A + Ee,-ei) = T 1o e A Te
Az attekinthet6ség kedvéért haszndljuk az a1y = g, tee; &
a1 = b, ax1 = ¢, apy = d roviditéseket: 1 (Ail)*i(Ail)]'*
- - 1y
1 1 T+e(A1);
a aip o a b _
a1 a2 c d 3.49. Az el6z6 példa alkalmazdsaval
- - 1 (A h,(A!
a ' +a b (d—ca"'b) Yeal —a b (d—ca™1b) N p1l=al_ EW
- (d—czflb)flcafl (d—caflb)il +10(A
. I - /s [0 —2/5 3/5 0]
Ha M(n), ill. I(n) jeloli két matrix Gsszeszorzédsa- r o —2/53/5 0 3/5
nak, ill. egy matrix invertdlasanak miiveletigényét, —— |-2/5 7/5 -8/5 3/5 | _ 1
L . 3/5 —8/5 7/5 —2/5| " 10 14 I
akkor a feladatbeli képletek szerint I(2n) < 2I(n) + L 0 3/5 -2/5 0 10
6M(n) + 312, ahol a Strassen-formuldk alkalmazasa r 0 -2/5 3/5 0 ro
esetén M(n) < cn'°87, amibsl adédik, hogy van — _— —32/55 7§/55 —78//55 32//55 _ 1 8 46//235 —96//2? 8
olyan C konstans, hogy I(1n) < Cnl°8:7 < Cn?81. L 0 3/5 —2/5 0 10 0 o0 0 0
Vegytik észre, hogy e képletek csak akkor hasznal- r oo —2/5 3/5 0
hatdk, ha garantdlhat6, hogy minden lépésben a 2n  _ |-2/5 173/125 —197/125 3/5
DA ~ s 3/5 —197/125 341/250 —2/5
rend@i matrix bal fels6 n rendti részmatrixa (117 = a) L o 3/5 —2/5 0
ésacs = a21u1_11u12 — ayp = ca~'b — d matrix inver-
talhat6. Ez nem teljesiil mindig, ha azonban a matrix ~ Tizedestortekkel szamolva:
pozitiv definit, akkor igen (Id. késébb a 8.37. definici-
6t és a 8.38. tételt). Egy invertdlhaté A matrixra ATA 00 —-04 06 00
., . . L _1 . T _1 T , . — U . .
pozitiv definit és A" = (A'A)"'A', igy A helyett 04 14 -16 06
T . . . . . L. . A71 _ . . . .
A,lA 1nvertalzindlo, ma]Fl még igy m.atrl1l><<s§(,>r%as nem 06 —16 14 —04]"
valtoztat a mtivelet aszimptotikus viselkedésén. I 0.0 0.6 —04 0.0
3-47. Elég megmutatni, hogy [ 0000 —0400  0.600  0.000
—0.400 1.384 -1576  0.600
—1,,oTA—1 B l=
(A‘l = ‘:‘“TVAA1> (At+uv') =1, 0.600 —1576 1364 —0.400
tvAT | 0000 0600 —0.400  0.000

mert ez a formula igazoldsa mellett azt is bizonyitja,
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3.50. a) Igaz, hisz ha A és B szimmetrikus, azaz min-
den ij indexpdrra a;; = aj; és b;j = bj;, akkor bar-
mely c-re ca;; + b;; = caj + bj; is fenndll. b) Igaz,
hisz ha a;; = —aj; és b;; = —bj;, akkor barmely c-re
cajj +bij = —(caj; + bj;) is fennall. c) Igaz, hisz lép-
csGs alakd métrix minden f64tl6 alatti eleme 0. d) Ha-
mis, példdul az

1 1 1

0 01

0 01

matrix fels6hdromszog-matrix, de nem lépcsés alaku.

3.51. Ha P permutalé métrix, akkor PT is, mely ele-
mi sormfiveletekkel megkaphat6 az egységmatrixbol.
Ha I-b6l eljutunk a PT-ba az i, ¢ ji sorcserékkel
(k=1,2,...,s), akkor I-b&l az iy <+ j; oszlopcserék-
kel a P-be jutunk. Az allitds mésik fele abbol kovetke-
zik, hogy minden permutélé matrix E;j. tipusu ele-
mi matrixok szorzata, azaz P = E; jo - - Eipj Eiyjy 1. Ha
PA = B, azaz E;; ... E;;E;;; A = B, akkor ez épp
azt jelenti, hogy B-t az A-b6l azokkal a sorcserékkel
kaptuk meg, amelyekkel I-bél a P-t. Az ATPT = BT,
azaz az ATEi1 i1Eij, -+ - Eijj, = BT egyenléség igazolja
az oszlopokra vonatkoz¢ allitast.

3.52. Jelolje a harom megadott matrixot rendre A, B,
C. Tanulmanyozzuk az eredményeket, és probéljuk
meg altaldnos szabélyokat felfedezni (1d. a kovetkez6
feladatot).

0 2 0 00 2
A=10 0 4|, B=1|0 4 0f,

300 300

[0 0 8 (6 0 0
AZ=1(12 0 0], BZ=1|0 16 O,

0 6 0 0 0 6

24 0 o0 [0 0 12
AS=|0 24 o|, B=|0 64 0},

0 0 24 18 0 0

r 17 r 1

0o o0 1 0o o0 1

Al=11 0 of, B'=|0 1 of,
01 o0 1 00
[0 8 0]

AB= |12 0 0],

| 0 0 6]

(0200 [0 00 10
o005 » (2000 0
C_0030’ ¢ = 009 0|

4000 | 080 0

[40 0 0 0 [0 001

040 0 O Looo
C37 C7172

0 027 0 001%0

|0 0 040 0200

3.53. 4) Ha egy permutdlé mdtrix sorait permutal-
juk, akkor tovébbra is permutalé matrixot kapunk,

igy permutalé matrixok szorzata és barmely pozitiv
egész kitevés hatvanya permutalé matrix. Ha egy
P permutélé métrixban minden 1-est egy tetszbleges
szdmra cseréliink, akkor az igy kapott K kigyéban
minden olyan helyen, ahol egy P" hatvanyaban 0 sze-
repel, a K"-ben is 0 lesz, igy K" is kigy6.

b) Ha egy K kigy6ban van olyan sor, melyben min-
den elem 0, akkor redukélt 1épcs6s alakjdban lesz zé-
russor, tehat nem invertalhat6. Tudjuk, hogy permu-
talé matrix inverze a transzponaltja, ami ugyancsak
permutalé métrix. fgy ha a K matrix i-edik sordnak
egyetlen nemnulla eleme k;, akkor K i-edik oszlopa-
ban is k; az egyetlen nemnulla elem. Ha ekkor K'-
ban minden k; elemet 1/k;-re cseréliink (ahol i végig-
fut az oszlopok indexein), a K inverzéhez jutunk.

3.54. Ha A és B felcserélhettk, azaz AB = BA, akkor
(AB)" = (BA)" = ATB" = AB,

tehat AB is szimmetrikus. Ha viszont AB szimmetri-
kus, akkor

AB = (AB)" =B'AT = BA,

tehat A és B felcserélhetsk.

3.55. Legyen a csticsok sorszamozasa a kovetkez6:

O R kR OO OO oo~
= 0 0000 o~ o
_ O OO =) OO = OO
S OO R = Ok OOoOOoO
SO R = Ok OO OO

OO OO R, R, OO RO
O OO, OO O~k O
SO R OO Ok O o
O =) OO O R O oo
_ O O O O O~ O O

Vegytik észre, hogy barmely két cstics vagy szom-
szédos, vagy van koztiik egy kéthossza ut! Minden
csticsbol sajat magédba pontosan 3 kéthosszu tut ve-
zet, mivel minden cstics foka 3, ezért A2 + A f6at-
16jaban 3-asok, egyebiitt 1-esek vannak, ami egyenl6
119x10 + 2I-vel.

3.56. A jaték gréfja



Oll6

]

ka% K6

Papir ——— 9 Spock

A szomszédsdgi matrixa

01 1 00
00110
A=10 0 0 1 1
1 0 0 0 1
1 1 0 0 O

a) A3 fsatlojdban csupa 3-as van, ez 5-3 = 15 ird-
nyitott korutat azaz harom irdnyitott hdromszoget je-
lent, de mindegyiket haromszor szdmoltuk, tehédt 5 a
vélasz. Ez a gréafrdl is leolvashaté. b) Ezis 5. c) k = 4,
mert A* a legkisebb kitev&jti olyan hatvany, melyben
minden elem pozitiv. d) Az A5 elemei alapjén 10.

3.57. Az A métrix redukalt 1épcs6s alakja:

12 3 4 5 120 7 17
A=12 4 8 6 2 — |0 01 -1 —4
1270 -11 000 0 O

E maétrix els6 két sora alkotja az R mdtrixot, az A mat-
rix els6 és harmadik oszlopa a B matrixot, igy az A
béazisfelbontasa

1234 5 13
2356 2= fos/[t8) T 7 om
1270 -11 17

Az R oszlopai az A oszlopvektorainak koordinatds
alakjai a B oszlopai alkotta bazisban, azaz

[vle = B[v],

ahol az £ indexszel a standard, B-vel a B matrix
oszlopai alkotta bazisbeli koordinatas alakjat jeloltiik
ugyanannak a vektornak. Példaul

4 13 - 4 ”
6l =12 8 {_1}, azaz [a4)g = |6/, [as]p = [_1},
0 17 0
ahol a; az A negyedik oszlopvektora.
1 2[{1 300 3
358. (3 2|10 0 1 0 -—1f.
2 3|0 00 1 %

3.59. Egy bazisfelbontds az u @ v = uv' Osszefiig-

gést felhasznalva (Cu)(%vT), ahol ¢ a v els6 nemnulla
koordinétéja.
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3.60. A bézisfelbontdsok:
a) [2 4 6]:[2}[1 2 3},
b) I, =11,
2 2
= 1
2 5 3 2 5 3
d [0 4 1|=10 4 1|L4
0 0 5 0 0 5
Az LU-felbontésok:
a) [2 4 6]:[1}[2 4 6],
b) I, = LIy,
o 1221 o2
4 |2 1{ |of’
2 5 3 2 5 3
d |0 4 1|=1Lzl0 4 1
0 0 5 0 0 5
3.61. )
1 0 0 4 4 4
a) L=11/2 1 0|,U=1|0 3 3
1/4 1/3 1 0 0 2
1 0 0] 4 8 4
b) L=1(1/2 1 0|,U=1]0 3 6
1/4 1/3 1 0 0 1
1 0 0 5 —4 -2
¢) L= 4/5 1 0,U=|0 -9/5 -17/5].
-3/5 7/9 1 0 0 —-23/9
1 0 o][-3 0 =3 0
d | 3 1 0| 04 4 —4
1 3 1.
-3 3 Lj[oo -1 3
1 0 0[/[-2 —2 0 3
e | 01 0/] 0 —2 —2 -1
101
-3 3 1[0 0o -1 o0
1.00 0.00 0.00] [2.00 2.00 —2.00
H 1025 1.00 0.00|[0.00 050 —1.50].
0.50 1.00 1.00] |0.00 0.00 3.50
3.62.
a) y=(034),x=(-1-1,2).
b y=(031),x=(1,-1,1).
o y=(3,-17/5-23/9), x = (1,0,1).
d) y=(56,0414),x=(12,20,04).

3.63. Mivel a 3.71. példdbodl ismerjiik az egytitthato-
matrix LU-felbontasat — az épp a (3.6)-beli felbontas —,
ezért ezt hasznéljuk, és el6szor megoldjuk az Ly = b
egyenletrendszert:

1 0 0| |wn 8
12 1 0| |y2| = |4
Va 12 1] |y3 4
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Ebbél y; = 8, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve
kapjuk, hogy y» = 0, majd ezeket a harmadikba he-
lyettesitve kapjuk, hogy y3 = 2. Ezutan megoldjuk az
Ux =y egyenletrendszert, aminek alakja

48 4 8] 8

ozzoxzzo

00 o0 2f][3 2
X4

Ismét egyszer(i visszahelyettesitésekkel kapjuk, hogy
x4 = 1, x3 = s a szabad véltoz6, xp = —s ésx; =s. A
megoldas x = (s, —s,s,1) = (0,0,0,1) +s(1,-1,1,0).
3.64. A B maétrix LU-felbontdsat hasznalva el8szor
megoldjuk az LY = I métrixegyenletet:

T 0 0] |yn vi2 w3 100
/21 0 |y21 y2 y3| =10 1 0
4 12 1| |y: Y2 Ys3 0 0 1

Az L els6 soraval val6é szorzasbOl: [y11 y12 y13] =
1 0 0] A miésodik sorral valé szorzasbol

311 vi2 yial + [y21 22 y23] = [0 1 0]. Behelyette-
sités utdn [y21 y22 y23] = [—4 1 0]. Végiil a harmadik
sorral valé szorzasbol:

i[yn Y12 }/13]+%[y21 Y22 }/23}

+lym e ym]=]0 0 1],

amibdl behelyettesités utan kifejezve Y harmadik so-
rat kapjuk, igy [ya1 ys2 y3s] = [0 — 5 1], tehat

1 0 0
Y=|-1/2 1 0
0 —1/2 1

Ezutdn ugyanigy, egyszer(i helyettesitésekkel meg-
oldhaté az UX =Y, azaz a

4 8 8 X11  X12  X13 1 0 0
0 2 0 X21 Xp2 X3 | = —1/2 1 0
0 0 2 X31 X32 X33 0 —-1/2 1

matrixegyenlet is, melynek megoldasa

3/4 —1/2 -1

X=|-1/4 12 0
0 =14 12
3.65.
a) Az LY = I egyenletb6l
1 0 0
Y=|-1/2 1 01,
-1/12 -1/3 1

mig az UX = Y egyenlet megolddsa, egyuttal A
inverze

5/12  -1/3 0
X=|-1/8 1/2 -1/2].
-1/24 -1/6 1/2

1 0 0

b) Y=|-1/2 1 0f,
-1/12 -1/3 1
1/3 -=5/3 3

X= 0 1 -2].
-1/12 -1/3 1

3.66. Tegyiik fel, hogy létezik az n-edrendi A mat-
rixnak két LU-felbontdsa is, azaz A = L;U; = L,U,.
Mivel A invertadlhat6é, ezért L, U;, L, és U, is.
Ugyanis ha pl. L; nem volna invertalhatd, akkor az
oszloptérének dimenzidja kisebb lenne n-nél, és mivel
L,U; oszlopvektorai az L1 oszlopvektorainak linearis
kombindcidi, ezért e szorzat oszlopterének dimenzi-
6ja is kisebb lenne n-nél, azaz A nem lenne inver-
talhat6. A tobbi métrix invertdlhatésdga hasonléan
igazolhat6. Balrdl Ly, jobbrol U, inverzével szorozva
kapjuk, hogy
U0, =L 'L,

A bal oldalon két fels6hdromszog-matrix szorzata-
ként egy fels6haromszog-matrix van, mig a jobb olda-
lon két als6hdromszog-matrix szorzata, ami als6hé-
romszog-matrix. Rdadédsul a jobb oldal egység f6atl6-
ja. Ez csak akkor allhat fonn, ha U; Uy = Ly L, =
I, azaz ha L; = L, és U} = U,.

3.67. a) Az els6 két sor cseréje elimindlas utan
L=

0
0, U= , P =
1

o O W
o O W
—_ =W
o = O

1 0
0 0
0 1

QINWI= =
S = O

E matrixokkal PA = LU, azaz A = PTLU = PLU,
mivel P = PT.

b) El6szor egy S1 <+ S3, majd egy Sy <+ S3 sorcsere
sziikséges:

100 343 33 001
L=|}10/,U=[0%2 34 ,P=|100
£ 31 000 -0 010

3.68. Az Ax = b egyenletrendszert P-vel szorozva
kapjuk, hogy PAx = Pb, majd a PA = LU helyettesi-
tést elvégezve LUx = Pb adodik. Ennek megoldasat
az Ly = Pb és az Ux = y egyenletrendszerek megol-
dasaval szamithatjuk ki.

1 1 2 4
A=13 3 3|,b=|3],

2 2 3 5

[1 0 o 3 3 3 01 0
L=|({ 1 0/,U=|0 0 1|,P=|1 0 Of,

5 0 1 0 0 1 00 1

3 3 -2 1
Pb= 4|, y=[3|,x=| 0| +| 1]¢

5 3 3




3.69. Az els6 esetben

1 1 0 0 Uil Uip U3
1| = 121 1 0 0 Uzz U3
1 131 l32 1 0 0 Uzsz

egyenl6ségbdl leolvashatd, hogy 0 = ay; = 1-uyy,
amib6l uq; = 0. Akkor viszont 1 = ay; = I -0+
1-0 = 0, ami ellentmond4s, tehat e felbontds nem
létezik. A masik esetben

1 1 1 1 0 0 Uiz U1p U1z
A=|0 0 1| = 121 1 0 0 Uszz U3
01 1 l31 132 1 0 0 uss

egyenl6ségben a jobb oldalon az L, sorral val6 szor-
zasbol uy; = uyp = w3 = 1, az Ly, sorral val6 szor-
zasbol Iy = ux3 = 0, ups = 1, végiil az L3, sorral
val6 szorzasbdl I3; = 0, igy 1 = a3z = L3 U, =
I31u1p + 0+ 0 = 0, ami ismét ellentmondaés.

Mivel sorcserékkel hdromszogalakra hozhaté a
matrix, ezért fejben is kiszdamolhat6 a PLU-felbontas:

0 0 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1|=(1 0 0|I3(0 1 1
011 010 0 0 1

3.70. a) Az Osszefliggés igazolasa torténhet egyszerti
beszorzassal. De elegdnsabb, ha mi magunk taldljuk
ki az LU-felbontast, és mindjart az altaldnos esetre.

MATRIXMUVELETEK 3-13
Legyen
by ¢
a1 by o
ap—2 by_1 cpq
An-1 by
1 dl u
ll 1 dZ [2%)
In—2 1 dy1 Up-1
lnfl 1 dn
Az elemek Osszehasonlitdsabol
by=dy ~ di=b,
ag = hdy  ~ Ly =a/dy,
Cr = U ~= Uj = Cg,
b1 = leuk +diyr ~ dipr = beyr — agcy/ dy.

Ezzel igazoltuk az é&llitdst n-edrendfi tridiagondlis
matrixra is.
b) Az el6z6 képletek alkalmazasaval

- o O O
O O ON
O ONW =
O Wk = O
.Nunl—\ o o



