4.1. 1. Hamis. 2. Igaz. 3. Hamis, épp hogy akkor

detA = 0. 4. Hamis. A detA # 0 azzal ekvi-

valens, hogy az Ax = b egyenletrendszer egyértel-

miien megoldhaté barmely b vektor esetén. 5. Ha-

mis. A detA = 0 azzal ekvivalens, hogy az Ax = b

egyenletrendszernek vagy tobb megolddsa van, vagy

inkonzisztens, tehat egyetlen egy megoldasa sincs.

4.2.

a) —2.

b) 0, mert van 0-sora.

c) 0, mert van két azonos sora.

d) 0, mert a masodik sor az els6 konstansszorosa.

e) 6, mert haromszogmatrix determindnsa a f6atl6-
beli elemek szorzata.

f) 0, mert van két azonos oszlopa.

4.3.
a) A harmadik sor egyenld az els6 kettd osszegével,
b) a maéasodik sor az els¢ —2-szerese,

c) amasodik sor kétszeresébdl kivonjuk a harmadik
sort, megkapjuk az els6t, ill. a harmadik oszlop
egyenld az els6 kett6 osszegével,

d) a masodik sor az els6 és a harmadik szamtani ko-
zepe (masként: a harmadik sorbél kivonva a mé-
sodikat, majd a méasodikbél az els6t, mindkétszer
az (1,1,1) vektort kapjuk, igy van két azonos sor),

e) aharom sorvektor dsszege a zérusvektor,

f) az els6 sor a méasodik és harmadik Osszege,

g) sin({ +6) = singcosd + cos ¢ sind, igy a harma-
dik oszlop az els6 és a mésodik oszlop linedris
kombinacidja, vagyis az oszlopvektorok linedrisan
Osszefliggbek, tehdt a determindns értéke 0.

4.4.a)2,b) —4,¢) =2,d) =2,¢) —6,f) =2, g) —12,
h) —12.

4.5. a) 25,b) 40, ¢) 1600, d) 1/5, e) 25,1) 1/625,g) 5/4,
1.

4.6.
0 2 0 0 2 0 1 0 0
a) 0 0 3]=—|1 0 O[=[0 2 0/=6
1 0 0 0 0 3 0 0 3
b) Az 1. és 2., azutdn az 1. és 3., végil az 1. és 5.

sorokat felcserélve:

01000 00200
00200 01000
000O03=—-/00003
00040 00040
50000 50000
0000 3 50000
01000 01000
=002 00=-100 2 0 0]=-120.
00040 00040
50000 0 0O0O03

c) 24.

d) 24.
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4.7.
a) Az els sort kivonjuk a masodikbol és a harma-
dikbél, majd a masodikat a harmadikbol:

1
1

W N W

1 3
=10 2l =1
0 1

W W N
N U1 W
S = N

1 2
=10 1
0 1

b) Az els6 sort kivonva a tobbi sorbél, majd a maso-
dik sor kétszeresét kivonva a harmadikbdl, kap-
juk, hogy

1

W N ==
N =N
O O W =
W O = =
AN O N =

0
0
0

c)

N = = W
U1~ N ®
|
— o
g1 N = W
N —m W~

o O O -

|

|
= N O
RO Wk O -

N WO R

1 1

0 0
-2 = -2

0 0

O N WO

00 -2 3 00
Részletezziik a megoldas lépéseit:
1. 1épés: Cseréljiik ki az els6 és masodik sort, hogy
az els6 sor els6 eleme 1 legyen, s igy ne kelljen
tortekkel szdmolni. A determinans értéke (—1)-
szeresére valtozik.
2.1épés: Az els6 sor (—3)-, (—1)-ill. (—2)-szeresét
adjuk a masodik, harmadik ill. negyedik sorhoz.
3. 1épés: Hogy a masodik sor mésodik eleme is 1
legyen, emeljiink ki 2-t a masodik sorbol.

4. 1épés: A masodik sort ill. (—1)-szeresét adjuk a
harmadik ill. negyedik sorhoz.
5.1épés: Adjuk a harmadik sort a negyedikhez. A
determindns értéke —16.

d) 144.

4.8. Egy n x n-es métrixban, melynek mellékatl6ja-
ban egyesek allnak, egyebiitt nulldk, barmely két
sor inverzidban 4ll egymdssal, a sorparok szdma pe-
dig n(n —1)/2. Eszerint e matrix determinadnsa
(=1)"(n=1)/2 Ha a sorcseréket szamoljuk Ossze, me-
lyek a métrixot az egységmatrixba viszik, kétféleképp
is eljarhatunk.

(1) Ha az els sort felcseréljiik az utolséval, a ma-
sodikat az utols6 el6ttivel, ..., igy | 5] sorcserét haj-
tottunk végre, tehat a determinans értéke (—1)L"/2]
(itt |.| az egészrész-fliiggvényt jeloli).

Bar a két eredmény kiilonbozének tlinik, mind-
kettd értéke 1, ha n = 4k vagy n = 4k +1, és —1, ha
n = 4k + 2 vagy n = 4k + 3 valamilyen k természetes
szamra.
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(2) Eljarhatunk tgy is, hogy csak szomszédos so-
rokat cseréliink, és el6szor az els6 sort vissziik (szom-
szédos sorok cseréjével) az utolséba, majd az eredeti
determindns mdsodik sorat az utolsé el6ttibe, .. ., az-
az az alabbi sorpdarok cseréjét hajtjuk végre:

(1,2), (2,3), (3,4),..., (n—1,n),
(1,2), (2,3),..., (n—2,n—1),

(1',2), (2,3),

(1,2).
Ez 6sszesen (n — 1)+ (n—2)+...+2+1 = "(”;1>
sorcsere. Minden sorcserével (—1)-szeresére val-

tozik a determindns értéke, igy a végeredmény
(_1)n(n71)/2.

Ha egy determindns mellékatl6ja felett vagy alatt
csupa 0 all, akkor a determinans értéke a mellékatlo-
beli elemek szorzaténak (—1)!"/2)-szerese vagy mas
alakban (—1)"("~1)/2_szerese.

A megadott mindkét 9 x 9-es determinans értéke
91(—1)19/2] = (—1)* - 362880 = 362880.

4.9. a) n = 1 esetén 1+ x1y;, n = 2 esetén x1y; +
XoY2 — X1Y2 — Xoyq a determindns értéke. Ha n > 3,
akkor a determinans értéke 0. Ezt tigy bizonyitjuk,
hogy el6szor a determinadnst két determinans Ossze-
gére bontjuk, majd mindkett6rdl beldtjuk, hogy érté-
kik 0. Az els6 determindns csupa 1-esbél 4ll6 elsd
sorat kivonjuk az 6sszes tobbi sorbdl, az igy kapott
determindns értéke pedig valéban 0, hisz ha x, = 0,
akkor a masodik sor csupa 0-bél 4ll, ha pedig x, # 0,
akkor a masodik sordnak x3/x;-szerese egyenld a
harmadik sorral. A masodik determindns értéke is
0, hiszen ha x; = 0, akkor az els6 sor csupa 0-bdl
all, ha pedig x1 # 0, akkor az els6 sor x;/x;-szeresét
kivonva az i-edik sorbdl egy olyan determinanst ka-
punk, amelyben a mésodik sort6l kezdve minden sor
1-esekbdl 4ll, tehat van két azonos sora.

1 1 1
1+xy1 14+xy2 ... 1+ x00,
14+xpy1 14+x0y2 ... 14 x0yy
X1Y1 X1Y2 X1Yn
14+xy1 14+x0y2 ... 1+ x0,
14+xuy1 14 x0y2 o0 14+ x0yn
1 1 ... 1 X1Yy1 X1Y2 ... X1Yn
XoY1 X2Y2 ... XolYn 1 1 ... 1
= . . L .
XnY1 XnlY2 ... XuVYn 1 1 ... 1

=0.

b) (1 —a")""1. Vonjuk ki az els6 sor a"!-szeresét a

masodik sorbél, a"2-szeresét a harmadik sorbdl, .. .,
a-szorosat az utolsé sorbdl: igy a f64tlé alatt csak nul-
14k lesznek.

¢ (a+ (n—1)b)(a—0b)""!. Elsé megoldas: ad-
junk minden sort az els6hoz, emeljik ki a kozos
a+ (n—1)b értéket, majd e sor b-szeresét vonjuk
ki minden sorbél. Masik megoldés: az utols6 sor-
ral kezdve mindegyik sorbél vonjuk ki a folotte 1é-
v6t, majd jobbroél kezdve mindegyik oszlopot adjuk a
megel6z8hoz.
d)Ha ¢ = b, akkor 1d. a ¢) pont eredményét. Ha b # c,
akkor az eredmény
b(a—c)" —c(a—Db)"

b—c ’
A megoldashoz tekintsiik az nn + 1-ed rendfi D,, 1 de-
terminanst, melynek jobb alsé elemét irjuk (a — b) + b

D, =

alakba, majd alkalmazzuk az utolsé sorra a soronkén-
ti additivitas tételét (4.14. tétel).

a b ... b
c a ... b
Dn+1: . .
c ¢ (a—b)+0b
b a b
b c b
= . +1.
0 0 a—2>b c ¢ b
a b a—c b—c b—c
b 0 a—c b—
= +
0 0 a—>b c c b

= Dy(a—b) +b(a—c)".

A x-gal jelzett egyenl6ség bal oldalan két olyan deter-
mindns szerepel, melynek az utols6 oszlopa ill. sora
csupa 0-bdl all, igy értéke a jobb alsé sarokelem és
a bal fels6 n x n-es aldeterminéns értékének szorza-
ta (miért? 1d. kés6bb altalanositva a 4.22. allitdsban).
Az els6 esetben a bal fels6 aldeterminédns épp D, a
masodik determindnsban egy fels6éharomszdg-matrix
determindnsa, melynek f6atl6jdban csupa a — ¢ van.
gy Dyy1 = Dy(a —b) +b(a — c)". Szimmetriaokok-
bél egyuttal igaz az D;.1 = Dy(a —c) + c(a — b)"
egyenldség is. A kett6t kivonva egymasbol megkap-
juk D, értékét.

4.10. Az eredmény 48. Megoldds Sage-ben:

g = graphs.PetersenGraph()
G = matrix(g)
G.det()

Természetesen a 3.55. feladatban megadtuk a
Petersen-graf szomszédsagi matrixat, abbol akar az
Octave/Matlab, akar a Python kiszdmolja a determi-
nansa értékét.

Megjegyzés: a 8.38. feladatban megadjuk a graf
szomszédsagi matrixdnak spektrumét, melybdl sza-
mitégép nélkiil is megkaphat6 a determinans értéke.



4.11. Determindnson azt a det : (R")" — R fiigg-
vényt értjiik, mely eleget tesz a kovetkez6 feltételek-
nek tetszéleges vi,vy,...v, € R" vektorra és ¢ € R
szamra:

1. det(vy,...,cv;, ..
. det(

o vn) =cdet(vy, ..., Vi, ..., V),

vj,...) = fdet(...,vj,...,vi,...),

el,ez,...,en) =1.

4.12. Ha detB = 0, akkor det(AB) = 0 is fennall,
igy ekkor det(AB) = det(A) det B). Tegyiik fel, hogy
detB # 0, és tekintsiik az A — det(AB) det(B) leké-
pezést.

D1 fennall, hisz ha A i-edik sorat c-vel szorozzuk
és e matrixot A’-vel jeloljiik, akkor az A’B-t az AB-
bol i-edik sordnak c-vel val6 szorzasaval kapjuk meg,
igy det(A’B)/ det(B) = cdet(AB)/ det(B).

D2 fennéll, hisz ha A’-t az A-bol az i-edik és j-
edik soranak felcserélésével kaptuk meg, akkor A’B-t
az AB-b6l ugyancsak e két sor felcserélésével kapjuk
meg, igy det(A’B)/ det(B) = — det(AB)/ det(B).

D3 fennall, hisz az el6z6 két ponthoz hasonléan
az A-bol a hozzdadas miveletével kapott A’ matrixra
az A'B az AB-b6l ugyanazzal a hozzdadas-mfivelettel
kaphato, igy det(A’B)/ det(B) = det(AB)/ det(B).

Dy fenndll, hisz A = I esetén det(AB) det(B) = 1.

Tehat e fiiggvény megegyezik a det fligg-
vénnyel, igy értéke det(AB)/ det(B) = det(A), azaz
det(AB) = det(A) det(B).

4.13. Az A el6all PLU alakban, ahol P permutild
matrix, L als6, U fels6hdromszog-matrix. Az L és
az U haromszogmatrixok, igy determindnsuk meg-
egyezik transzpondltjuk determinanséaval, hisz a f&-
atlobeli elemek helyben maradnak a transzponélas
sordn. A P permutalé métrix determindnsa 1 vagy
—1, transzpondltja pedig megegyezik inverzével, igy
det(I) = det(PPT) = det(P)det(PT) = 1, azaz P
és P71 egyszerre 1 vagy —1, tehat megegyeznek.
Végiil det(A) = det(PLU) = det(P) det(L) det(U),
és det(AT) = det((PLU)T) = det(UTLTPT)
det(U) det(L) det(P) Osszevetése bizonyitja az 4lli-
tast.

4.14. det(Es ycs5,) = -

det(Es,) = c.

1/ det(ES,‘(—)Sf) =

4.15. Az a) kérdés esetén:

11 1 1 11 1 1
1 2 3 4s-s1 2 3 4
1 3 6 100 |1 3 6 10
1 4 10 20 01 4 10
11 1 1 11 1 1

S-S |1 2 3 4s,-s/0 1 2 3

o013 6 |01 3 6
01 4 10 0 1 4 10

2 ey, Vi,
3. det(...,v,-,...,vj,...) :det(...,vi,...,v,-—l—v]-,...),
4. det(
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s, |11 11 111 1
%500 1 2 3lss(0 12 3],
T o 01 3 0 0 1 3|
0 0 1 4 0 0 0 1
b) Felhasznalva, hogy (}) — (”;1) = (Zj), elvé-

gezve az ajanlott mfiveleteket, majd azt megismételve
az egyre kisebb jobb alsé részdeterminanssal kapjuk,

hogy

<§> G <z;>
. @ (2 (")
oh @ 3D
© O 3@ ()
o @ G Gty
—0o @ O (,"5)
0ty @ . @D
© @ 6 (D)
o @ O (1)
—lo 0o (& )
0 0 ("D .. &
@ @ @ ()
0 @ @ (=)
——l0o 0o (3 ()
0 0 0 .. ()
1 1 1 1
01 2 n—1
_lo 0 1 (nfl)z(nfz) _1
0 0 0 1

4.16. a) Az els6 sort kivonva a masodikbdl és a har-
madikbél két konstans sort kapunk, melyek egymads
konstansszorosai, tehat a determinans értéke 0.

b) Vonjuk ki az els6 oszlopot a masodikbdl és a
harmadikbél. Az igy kapott harmadik oszlop kétsze-
rese a masodiknak, tehat a determinéns értéke 0.

c) Itt elég, hogy a determindns mdsodrendd le-
gyen. Egyik sordnak megfelel6 konstansszorosa a
masik sor, igy a determindns értéke 0.

4.17. Els6 megoldas: bontsuk fel a zardjeleket, majd
vonjuk ki az els6 oszlopot a tobbibdl, ezzel eltiintetve
azokbol a négyzetes tagot, majd vonjuk ki a masodik
oszlop megfelel6 skaldrszorosat a harmadik és negye-
dik oszlopbdl, hogy elimindljuk azok linedris tagjat,
végiil a harmadik oszlop konstansszorosat vonjuk ki
a negyedikbdl, hogy ott csak 0-k maradjanak.
Maisodik megoldas: Elég megmutatnunk, hogy a
determindns oszlopai linedrisan Osszefliggéek. Az
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a’x + (a+1)%y + (a +2)%z + (a + 3)>w = 0 egyenlet
a homogén
x+ y+ z+ w=0
2y +4z+6w =0
y+4z+9w =0
egyenletrendszerre vezet, aminek biztosan van nem-
trividlis megoldasa, hisz 4 ismeretlenhez csak 3
egyenlet van adva. (Megoldani mér sziikségtelen,
elég a megoldds létezését igazolni, de példaul az
(x,y,z,w) = (1,-3,3,—1) egy megoldas).

4.18. det CldetC=detl =1,azazdetC 1 = ﬁ,
igy det(CAC™!) = det(C) det(A) det(C~!) = detA.
4.19. Mivel a koordinédtak baziscserében val6 véltoza-
sarol szol6 3.15. allitasban lattuk, hogy a koordinatas
alakokat a [v;]¢ = A¢. p[vi]p képlet kapcsolja Ossze,
ezért a v vektorok koordinatas alakjaib6l, mint osz-
lopvektorokboél képzett matrixokra Ve = A¢. gVp,
igy determindnsaikra det Vo = det A¢,_pgdet V.

4.20. Egyrészt det(A) = det(AT), masrészt mivel

AT = —A, ezért det(AT) = (—1)"det(A), azaz
det(A) = —det(A), amibdl det(A) = 0.

4.21. det(A?) = detAdetA = detAdetA’ =
det(AAT).

4.22. Mindhdrom determindnst a kovetkez6képpen
szamithatjuk ki. Legyen A a determindnshoz tarto-
76 matrix. Tekintsiik az det(AAT) determinénst. Ezt
konnyti kiszamitani (hisz a f6atlén kiviil csak nulldk
allnak), s ennek négyzetgyoke lesz a determinans ér-
téke. Ezek alapjan a hdrom determinans értéke:

a% + b2, (a2 + b2+ +d2)2,
(@ + D2+ +d>+ 2+ 2+ g2 + 1)L

4.23. A determindnsok szorzési szabdlyat is felhasz-

nélva:
2 2742 2 X1 X201 Y1 Y2
X7+ x + =
(x 2) i +12) % xi||-v 0
_ | iy — X2y X1y2+ X2k
—XoY1 — X1Y2  —XoY2 + X1Y1

= (x1y1 — x2y2) + (x1y2 + x2v1)%

A négy ill. a nyolc négyzet 6sszegére vonatkozé ana-
16g osszeftiggések hasonléan bizonyithatéak. (Hur-
witz bebizonyitotta, hogy ha n négyzetszdm Ossze-
gére igaz a feladatbelivel analég Osszefiiggés, akkor
n=1,2,4vagy8.)

4.24. El6szor igazoljuk, hogy az A = [? ] matrixszal
val6 szorzas a sik barmely egyenesének pontjait egy
egyenes pontjaiba vagy egyetlen pontba viszi. Bér-
mely egyenes pontjaiba mutaté r vektorok r = ta+b
alakba irhatdk, ahol + € R, a,b € R? adott vektorok.
E vektorok képe

Ar = tAa+ Ab,

ami Aa # 0 esetén egy egyenes vektoregyenlete, mig
Aa = 0 esetén egy ponté. Ezért egy téglalap képének
meghatarozasdhoz elég csak kiszdmolni a téglalap 4
csticsanak képét. Ez kiszdmolhat6 egyetlen matrix-
szorzdassal:

{u b} [p ptx p ptx| _

c dilg g gty qty

{up—o—bq ap+ax—+bq ap+bg+by ap+ax+bg+ by

cp+dq cp+ex+dg cp+dg+dy cp+ex+dg+dy|”
Innen leolvashat6, hogy a téglalap képeként kapott
paralelogramma oldalvektorai (ax,cx) és (by,dy), és
igy tertilete

|(ax)(dy) — (cx)(by)| = |ad — be|xy.

Eszerint tehét a téglalap képének tertilete fliggetlen a
téglalap helyzetétdl, és mindig a téglalap teriiletének
| det A| = |ad — bc|-szerese.

4.25. Legyen A, B és C az R" hdrom bézisa. Az
attérés matrixait jelolje T 4.5, Tpec,.... Az ,azo-
nos orientaci6ji” reldcié ekvivalenciareldci6, ui. ref-
lexiv, hisz T4 4 = I melynek determinansa 1,
ami pozitiv. A relacié szimmetrikus, hisz ha
detTy .3 > 0, akkor detTp, 4 = detT;LB =
1/detT 4. p > 0. Végil e relacié tranzitiv, hisz ha
detT 4.5 > 0és detTp,.¢ > 0, akkor detT 4. ¢ =
det(T 4 8TB¢) = det(T 4 p) det(Tp.¢) > 0.
4.26. Valés A négyzetes matrixok esetén a valaszok:
a) Igaz. b) Igaz. c) Igaz. d) Igaz. e) Hamis. Matri-
xok Osszegének determindnsa dltaldban nem egyenld
determinansaik osszegével (Id. a 4.27. b) feladatot).
f) Hamis. Egy aldetermindns értéke barmilyen el6je-
It lehet, az el&jeles aldetermindnst bel6le tgy kap-
juk, hogy paratlan i + j esetén megszorozzuk —1-
gyel. ¢) Hamis. h) Hamis. Csak azokon a helye-
ken folytonos fliggvénye a matrix elemeinek, ahol a
determinansa nem 0. i) Hamis, a megforditdsa igaz.
j) Hamis, a megforditdsa igaz.

4.27.
01 0 010 01 0
a) |2 3 4/ =1|0 0 4|+ (2 0 0| =8
5 0 6 5 0 0 0 0 6
1 0 0 2 1 0 0 0 0 0 0 2
b)0120:0100+0020
0210 0010 0 2 00
2 0 0 1 0 0 0 1 2 0 0 O
1 0 0 0 0 0 0 2
00 2 0 01 .00
+0200+0010
0 0 01 2 0 0 O
=1+16—-4—-4=09.
10200 10000 00200
02001 00001 02000
c) [01020=[01000+[00020
20010 00010 20000
00102 00100 00002



4.28. Az els6 sor minden eleme péros, az els6 oszlop
minden eleme oszthat6 3-mal, a médsodik oszlop min-
den eleme oszthat6 5-tel, tehat minden kigy6 osztha-
t6 23 -5 = 30-cal, igy az Osszegtik is. A feladat meg-
oldhat6 tgy is, hogy e szamokat kiemeljiik az adott
sorokbdl/oszlopokbdl, és a megmaradt determindns
egészelemf, igy determinansa is az.

4.29. Csak egyetlen kigy6 all csupa paratlan szam-
bodl, igy a kigyok Osszegére bontdsndl csak annak de-
termindnsa pdératlan, a tobbié péros, Osszeglik tehat
pératlan, vagyis nem lehet 0.

4.30. Megadjuk, hogy melyik sorban hanyadik elem
lesz a kigyoba valasztva. A 12 kigy6: 1243, 1324,
1432, 2134, 2341, 2413, 3142, 3214, 3421, 4123, 4231,
4312. Ezek alapjan a 12 determindns — a kigy6 eleme-
it négyzettel jelolve:

m 0 0 O 0 0 O 0 0 O
0O m 0 O 0 0 m O 0 0 0 m
0 0 0 m 0O m 0 O 0 0 m O
0 0 m o0 0 0 0 M O m 0 O
0O m 0 O O m 0 O O M 0 O
m 0 0 O 0 0O m O 0 0 0 m
0 0 m O 00 0 m 0 0 O
0 0 0 m m 0 0 0 0 0 MmO
0 0 m O 0 0 m O 0 0 m O
m 0 0 O 0O m 0 O 0 0 0 m
0 0 0 m 0 0 O O M 0 O
0O m 0 O 0 0 0 m m 0 0 O
00 0 m 0 0 0 m 0 0 0 m
m 0 0 O 0O m 0 O 0 0O MmO
0O m 0 O 0 0 m O Wm0 0 0
0 0 m o0 m 0 0 O O m 0 O

4.31. Annak val6szintisége, hogy a determinans ér-
téke 0, legfoljebb n/s. A konkrét esetben s = 199,
n = 3, igy a determinansok legfoljebb 3/199 ~ 0.015-
ed részének 0 az értéke. Ez egy durva becslés, val6ja-
ban ennél jéval kisebb a pontos érték.
4.32. a) A mésodik sor vagy a harmadik oszlopot ér-
demes valasztani. A determinéns értéke —6.

b) Egy olyan determindnst kell konstrualni, mely-
nek van egy nulla értékii aldeterminansa. Pl. a

1 2 1
1 9 2
1 1 1

determindns értéke 1, de a 9-hez tartoz6 aldetermi-
néns értéke 0, igy a masodik sor vagy oszlop szerinti
kifejtésben e szdm 0-val szorzédik, vagyis nem be-
folyasolja a determindns értékét, barmilyen szdmra
kicserélheto.

4.33. Igen. Tekintsiik a determindns els6 sor szerin-
ti kifejtését! Ha mindegyik elemhez tartozé el&je-
les aldeterminédns 0 lenne, akkor a métrix szingula-
ris lenne, igy valamelyik elemhez tartozé aldetermi-
ndns nem 0. Legyen pl. A;; # 0. Ekkor a kifejtés
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Osszes tobbi tagjat 6sszevonva kapjuk, hogy det A =
a1jA1j +c. Mivel Ayj # 0, ezért az ajjA;j+c = 0
egyenlet megoldhat6 a;;-re, tehdt ennek az elemnek a
megvaltoztatdsa 0-v4 teszi a determindnst.

4.34. Ha az i-edik sor elemeit az u-adik sorhoz tar-
tozé elGjeles aldeterminansokkal szorozzuk, akkor az
u-adik sor elemeit nem hasznéljuk, tehdt szabadon
megyvaltoztathatjuk. Masoljuk az i-edik sort az u-adik
helyére, tehat minden k-ra a;; = a,;. Ekkor egyrészt
Y i aicAu = Li_q auAuk, azaz e determindns u-
adik sor szerinti kifejtését kaptuk, masrészt e deter-
mindnsnak van két azonos sora, tehit determindnsa
0. Az oszlopokra vonatkoz6 allitds egy transzpona-
l4ssal visszavezethets erre.

4.35. A két tétel képletei kozos képletbe foglalhatok.
Sorokra:

1 detA, hai=u,
A A = .
kgl ik uk {0’ ha i % ", (4 9)
oszlopokra:
i A detA, haj=v, ( )
g = .10
SR T 0, haj#o. 4

A sorokra vonatkozé képlet matrixszorzatos alakba
irva Aadj(A) = det(A)L

4.36. A két kifejtési tételbsl ad6dik, hogy
[a;j] [A4]T = det(A)L,

ui. [a;;] i-edik soranak és [A;j]T u-adik oszlopanak, az-
az [A;j] u-adik sordnak skalaris szorzata a (??) képlet
szerint det(A), ha i = u, azaz a szorzat {84tl6jdban,
egyebiitt pedig 0. Ebbdl pedig mindkét képlet ado-
dik.

4.37. Ha a legnagyobb k6z6s oszt6 d > 1 lenne va-
lamelyik sorban vagy oszlopban, akkor d-t kiemel-
ve kapjuk, hogy még det(1A) is egész, igy d osztsja
det(A)-nak. Ez ellentmond annak, amit a 194 oldalon
igazoltunk, hogy | det(A)| = 1.

4.38. a) Rogzitstik az I halmazt, és igazoljuk, hogy
az A osszes K kigydja pontosan egy olyan ] indexhal-
mazhoz tartozik, hogy a kigyébeli elemek (i, j) index-
parjaira vagy i € [ ésj € J,vagyi € 1 ésj € . Igy
minden kigy6 determindnsa pontosan egyszer szere-
pel a feladatbeli elsé képletben. Az eljel kiszamité-
sdhoz a determinans sorait és oszlopait rendezziik 4t
ugy, hogy az Aj; aldetermindns a bal felsé sarokba
kertiljon. Ehhez

((1—D+G@-1D+...+G—-1
+h-D+G-D+. + (=) =Y T+) ]2k

aminek paritdsa azonos a ) I + ) ] paritdsdval. A
masok kifejezés hasonléan igazolhato.
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b) Az els6 és harmadik sor szerint kifejtve:

det(A) =

(—1)1H3+1+2 é (1) ‘; 8 4 (=1)1H3H143 1 i (3) 8
F (=)L 1 i (3) 421 4 (=112 (1) ; i 8
4 (—1)1H3H2+ (1) ; i i 4 (—1)1H34344 i ‘; i 3
C 1.042:0-3-6—(—3)-0+(—4)-0—1-(~3)

=-15

4.39. a) —6 -6 = —36, mert a blokkmaétrixok determi-
nansdara vonatkozo6 tétel szerint a bal fels6 2 x 2-es és
a jobb als6 3 x 3-as determindnsok szorzata adja az
eredményt.

b) Az [ 2 B blokkositdsban legyen

A=

12 B_345
23" |456

Ekkor a 4.38. tétel szerint — kihasznélva hogy A in-
vertalhat6 — kapjuk, hogy

detB = det A det(D — CA™'B)

12 ;gf_?él[?)—szzlﬂ
231157l 1ol 112 1456
-1 -1 -1
12
=, 5| 3 5 4=(D-(-3=s
4 3 5

4.40. Egy példa a kovetkez6:

00
20*0’

detAdetD —detBdetC=(-1)-1-1-1=-2.

ahol detM = -1, det(AD — BC) =

4.41. a) A determinans a 2, —1, —2, 1 szdmokbdl ké-
pezett Vandermonde-determinans, igy értéke:

(-1-2)(=2-2)(1-2)(-2-(-1))
A= (-1))A=(=2) =72

b) Vandermonde-determinéns; értéke —2880.
¢) A determindns két Vandermonde-determinans

01 123
,C=110(,D= (23 1].
10 312

Osszegére bomlik:

1 a a2 1 a a2 48
1 P o 1 b b
1 ¢ & &|Th ¢ @ &
1 d d @ |1 e ¢

=(b—-a)(c—a)(c—b)
x[(d—a)d—-b)(d—c)+ (e—a)le—b)(e—c)].

4.42. Ha pgrs # 0, akkor szorozzuk be az els6 sort
p-vel, a masodikat g-val, a harmadikat r-rel, a negye-
diket s-sel, majd a negyedik oszlopb6l emeljiink ki
pqrs-t; igy egy Vandermonde-determinanst kapunk:

Porop 1
p_Pas|e ¢ q 1
pgrs |7 2 r 1

$ s s 1

=@-p)r—p)s—p)(r—q)(s—q)(s—71).

Ha pgrs = 0, példaul s = 0, akkor az eredeti deter-
mindns negyedik oszlopa szerinti kifejtéssel kapjuk,

hogy

P op 1
D=pqr|g*> q 1.
2 or 1

Ezekbé6l rovid atalakitas utan ldthat6, hogy az ossze-
fliggés ebben az esetben is fennall.

4.43. a1 =det[l] =1,a, = [} '] =2, az (n x n)-es
determindnst els6 sora szerint kifejtve kapjuk, hogy
ap = Ay—1 + ap—2.

4.44. Indukciéval bizonyitunk. k = 2 esetén az allitds
igaz, hisz

ar -1
P L oa| gpaq +1 1
72 — = 241 = ay + —.
P1 det(ay) ay ay

Tegyiik fel, hogy az allitds igaz valamely k — 1 érték-
re. Megmutatjuk, hogy akkor igaz k-ra is. Ehhez csak
azt kell igazolnunk, hogy

Ha a determindnst kifejtjiik els6 sora szerint, az adé-
dik, hogy Py = axPy_1 + Pr_p. Ezt Py_;-gyel osztva
kapjuk az igazoland6 formulat.

4.45. Wronski-determindnsuk W (e¥, xe*, x%e¥) =
2e3%, ami sehol nem 0 (igy legalédbb egy pontban nem
0), tehat linearisan fiiggetlenek.

4.47. 1) x=2,y=—-1, b) (x,y,z) = (3,1,1),

o (x,y,2) =(3,4,5), d (x,y,z,w) =(0,1,0,2).

15 7
17 03 6
2 6 8 1 4



4.49. a) Az elGjeles aldetermindnsok matrixanak
transzpondltja:

‘ _7 ﬂ } _7 2‘ T
21 1 0 -1

1 4 31
‘1 4‘ ‘ —‘2 1' —| 2 4 —49
1 -11 -1 13

72

Mivel a maétrix determinadnsa 1, ezért inverze meg-
egyezik az elGjeles aldetermindnsok el6bb kiszamolt
matrixaval.

b) Az eljeles aldetermindnsok matrixanak transz-
ponaltja:

02 22 2077
21 T3 1 32 —4 4 4
23 |13 12| _

*‘2 1‘ 3 1' 3 2‘ =4 -8 4
23 |13 |12 4 4 4
02 220 20

Mivel a métrix determindnsa 16, ezért az inverz mat-
rix

-1 1 1
% 1 -2 1
1 -1

c) Mivel det(A) = 1, ezért A~! megegyezik az
elGjeles aldetermindnsok matrixanak transzpondltja-
val. Ennek mind a 16 elemét nem kell kiszdmolni,
mert fels6haromszog-matrix inverze fels6haromszog-
matrix. Hasonléan kénnyen lathat6, hogy a féatlébe-
li elemekhez tartoz6 eldjeles aldeterminansok értéke
1. Tehat csak a f64tl6 alatti elemek el&jeles aldetermi-
néansait kell kiszdmolni. Példaként egyet mutatunk:

11
Az = (—1)%2 2 3| =-2
01

o O =

Hasonl6an kiszdmolva a tobbit is kapjuk, hogy

1 0 00]" [1 -1 1-1
al_|-1 1 00l _Jo 1-2 3
1-2 10 0 0 1 -3
1 3 31 0 0 1

Mi lehet e feladat altaldnositdsa, és mi a valasz?

d) A métrixbdl csak egy nemnulla kigy6 valasztha-
t6 ki, igy determinansa konnyen szamolhat6: detB =
16. Az inverz kiszdmitdsdhoz nem kell sok aldeter-
mindnst szamolni, mert nagy résziik lathatdéan 0 ér-
tékd. Vegytik figyelembe a szdmoldsnal azt is, hogy
B szimmetrikus, igy egyrészt a szimmetrikusan elhe-
lyezked6 elemek koziil csak az egyiket kell kiszdmol-
ni, masrészt a szimmetria miatt a végén sziikségtelen
a transzponalas.

080 -8 0% o0-1
Al_ 1] 800 0 _| 300 0
16| 000 8 | 000 %
-808 0 -1o0i o
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0 0 0 1/4
0 1 0 0 0
0 0 1/3 0
0 1/2 0 0
1 -2 1 0
0o 1 -2 1
iz 0 0 1 -2
0 0 0 1
1 -1
8 [1 11']'
h) Az inverz
T 1
; |bc 00 100
e ac 0| =10 ¢ Of,
0 0 ab 00 1

és mivel abc # 0, igy mindhdrom tort létezik. Az
abc = 0 esetben a métrix nem invertalhato.

4.50. a) 5. Legegyszertibb, ha az els6 sor 2-szeresét
hozzédadjuk a mésodik, és 3-szorosat a harmadik sor-
hoz.

b) A harom eredmény: 1, 2, 4. Mivel mindha-
rom test esetén ugyanazokat a szdmoldsokat kell el-
végezni, csak mads modulus szerinti maradék lesz az
eredmény, legegyszertibb, ha az egészek folott sza-
molunk, és annak maradékait tekintjiik. Valéban, az
egészek folott —1 a determindns, és —1mod 2 = 1,
—1mod3=2,—1mod5 =4.

4.51. Python-kéd egy Fp = GF(2) 616t matrix és
determinansa kiirasara:

>>> import numpy.linalg as nl

>>> import galois

>>> GF = galois.GF(2)
>>> A = GF.Random((5,5))
>>> A
GF([[1, 0, 0, 1, 0],
[1, 1, 1, o, 0],
[1, 1, o, 1, O],
[0, 0, 0, 0, 17,
[1, 0, 1, 0, 1]], order=2)

>>> nl.det(A)
GF(0, order=2)

>>> A = GF.Random((5,5))
>>> nl.det(A)
GF(1, order=2)

Sage-kéd egy [Fp folotti véletlen matrix és determi-
nénsa kifrasara:
sage: random_matrix(GF(2), 5)
[10011]
[1110 1]
[11160 0]
[10000]
[606100]
sage: _.det()
1
Hény olyan ]FgXS—beli maétrix van, amelynek de-
termindnsa nem 0? Az els6 sora barmelyik vektor
lehet, kivéve a 0 vektort, igy 251 lehet6ség van.
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A masodik sor nem lehet ez a vektor és a 0 vektor,
ez 2° — 2 lehetéség. A harmadik vektor nem lehet
az el6z6 két vektor altal kifeszitett altér, melynek a
0 vektorral egyiitt 2> = 4 eleme van, e vektor kiva-
lasztasara tehat 2° — 22 lehetdség ad6dik. Hasonléan
folytatva kapjuk, hogy az 0sszes fiiggetlen vektor6to-
sok — azaz a nemnulla érték(i determindnsok — sza-
ma (2% —20)(25 —21)(25 — 22)(2% — 23)(2% — 2%). Ha
ezt elosztjuk az Osszes ]ng“:'-beli matrixok szamaval,
0.2980-t kapunk, igy a determindns 0.7020 val6szinfi-
séggel lesz 0.
4.52.
a) Egy vektort, mely mer6leges a megadott vekto-
rokra, és azzal/azokkal jobbrendszert alkot.
b) Segitség: hasznaljuk fel, hogy egy n — 1 dimenzids
P paralelepipedon térfogata megegyezik annak az
n dimenziés Q paralelepipedonnak a térfogatéaval,

melyet a P-b&l ugy kapunk, hogy a P-t kifeszit6
vektorokhoz n-edik vektorként egy egységvektort
adunk, mely merdleges a tobbire.

c) Pozitiv. Ehhez épp az kellett, hogy a bazisvek-
torokat ne az els§, hanem az utols6é sorba vagy
oszlopba irjuk.

4.53. Az el6z6 feladat szerint a kért vektort a kovet-

kez6képp kaphatjuk meg:

1 1 1 1
12 2 2
1 2 3 3| 7%

€] € e3 ey

azaz a negyedik vektor (0,0, —1,1). Igy a paralelepi-
pedon térfogata /2.



