5.1. a), c) Ezek a leképezések matrixleképezések, igy
linedrisak, a leképezések matrixszorzassal felirva:

x+y] 11 0 o] |F
y+z| =10 1 1 O Z ,
0 000 0
L _ L _ _w_
x+y] [1 1 0 o] |F
y+z|=[0 1 1 Z
w 00 0 1
w

b),d) Az

(x,y,z,w) = (x+y,y+z1),
(x,yzw)— (x+yy+zw+1)

leképezések a nullvektort nem a nullvektorba viszik,
ezek tehat nem linearisak.

e) Ez két linearis leképezés kompozicidja, igy ma-
ga is linedris.

f) f linearis leképezés (Id. 5.5. tétel 4) éllitasa a
k = 3 értékre).
5.2. a) Ez az x-tengellyel 71/12, azaz 15°-ot bezéré
egyenesre val6 tiikrozés (1d. 5.9. tétel), ui.

[0 1} {\%[ —\?] _ [\/5 % }: {cos’g sin &
_1 0| [V3 %

= N
B

: T
— sin -~
2 2 2 6

b) A két forgatds szorzata

M 1 3 V3

J o[t o o 1 3 ¥
V3 g 1 0 Y3 1 _V3 V31
L= 2 2 2 2 2 4 1

c) 1. megoldés: Két olyan transzformaciét kerestink,
melyek egy (x,y,1) alaku vektort (x',y/,1) alaktba
visznek, hisz a z = 1 egyenlet sik helyben marad.
Az ezekhez tartoz6é maétrixok szorzata adja a valaszt:

1o 1][L -2 o VAR
01 2|8 1 go|l=|L8 1 »
22 2 2
00 1] |o 0 1 0 0 1

2. megoldas: Keressiik meg harom megfelelen kiva-
lasztott linedrisan fliggetlen vektor képét! Mindha-
rom mutasson a z = 1 sik egy pontjaba: tekintsiik
pl.a(1,0,1), (0,1,1), (0,0,1) vektorokat! Ekkor kere-
sett T madtrix és a bel6liik — mint oszlopvektorokbdl —
képzett matrix szorzata a vektorok képeib6l all6 mat-
rixot adja. Innen kiszdmolhat6 T:

100 S R
TIO 1 0l =|¥+2 ly2 2f,
1 1 1 1 1 1

1 _¥3 4
T=1% 5 2
0 0 1
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5.3. Az [A,B] = AB — BA kommutatorleképezés li-
nedris, hisz linedris transzformacidk szorzata (kom-
pozici6ja) és kiilonbsége is linedris. Masrészt AB =
BA pontosan akkor teljesiil, ha [A,B] = AB— BA =
O, ahol O a zérusleképezés.

5.4. A determinans csak az 1 x 1-es matrixokon li-
nedris, ui. det : R"™*" — R leképezésre det(cA) =
c" det(A). n =1 esetén a képtér 1 dimenziés, a meg-
tér 0 dimenzi6s, hisz det[a] = a.

A determinéns definiciéja és soronkénti additivi-
tasa igazolja, hogy a determindnsfiiggvény a matrix
n — 1 sordnak rogzitése mellett egy R” — R fligg-
vény, mely homogén és additiv, igy linedris. Ha a
determindns rogzitett n — 1 sora kozott van linedris
Osszefiiggés, akkor a determindns értéke mindig O,
igy a képtér 0 dimenzids, a magtér n dimenziés. El-
lenkez6 esetben a képtér 1 dimenzids (az egész R),
igy a magtér n — 1 dimenzids. Ez épp a rogzitett n — 1
vektor altal kifeszitett tér, hisz ha az n-edik vektor eb-
be esik, a determinans értéke 0.

5.5. Egy ilyet konny(i megadni, hisz ha A € R"*",
akkor az A : x — Ax leképezés S(A) és O(A) kozt
bijektiv, és linedris, igy izomorfizmus. A bijekci6 iga-
zoldsdhoz csak azt kell megmutatni, hogy a sortérnek

" a nullvektoron kiviil nincs olyan y vektora, melyre

Ay = 0 volna. Ez igaz, hisz S(A) NN (A) = {0}. A
masik leképezés AT, amely ugyan O(A) — S(A) le-
képezés, de a fentiekhez hasonléan igazolhaté, hogy
izomorfizmus, igy inverze is az.

5.6. A 3.60. tétel szerint minden négyzetes matrix
eléall egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetri-
kus matrix osszegeként. Tegyiik hozzd, e felbontas
egyértelmti, hisz ha S+ F = S’ + F, ahol S és S
szimmetrikus, F és F' ferdén szimmetrikus, akkor
S — S’ = F —F, azaz egy szimmetrikus matrix egyen-
16 egy ferdén szimmetrikussal, ez azonban csak a zé-
rusmatrixra 4ll fenn, igy S— S’ = O, azaz S = §/
és hasonléan F = F'. A feladatbeli leképezések tehat
egyértelmtiek.

Tekintsiik az A matrixhoz a szimmetrikus, ill. fer-
dén szimmetrikus részét rendel S : A — %(A +AT),
ill. F: A 1(A — AT) leképezéseket (Id. 3.60. tétel).
Mindkettd linedris, hisz tetszbleges A,B € R"*" és
¢ € R esetén

1
S(cA+B) = E(cA+B+cAT+BT)

(A+AT)+ %(B +B")

S(A) + S(B),

=cC

N[ =

o

F(cA+B) = (cA+B—cAT—B")

NI —

1 1
= CE(A—AT) +5(B -B")
= cF(A) + F(B).
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Jelolje S < R"*" az n-edrendii szimmetrikus matri-
xok alterét, és F < R"*" az n-edrend{i ferdén szim-
metrikus matrixok alterét. Vildgos, hogy Zm(S) = S
és Im(F) = F. Ha S szimmetrikus, F ferdén szim-
metrikus, akkor S = S+ O, F = O + F a felbontasuk,
igy S(S) =S, S(F) = O, F(S) = O, F(F) = F. Eb-
bél kovetkezik, hogy Ker(S) = F, Ker(F) = S. Az
S tér egy bazisat alkotjak azok a mdtrixok, melyek
féatléjaban van egy 1-es, egyebiitt 0, tovdbba azok,
melyekben a f64tl6 f6lott van egy 1-es, annak f6atlora
szimmetrikus helyén ugyancsak, egyebiitt 0. E bézis
elemszéma n+ (n—1)+...+24+1 = (n+1)n/2,
tehat dimS = (n + 1)n/2. Hasonléképp F egy bazi-
sat alkotjdk azok a matrixok, melyekben a f6atlo felett
van egy 1-es, annak f6atléra szimmetrikus helyén egy
—1l-es. Ezekszéma (n—1)+...+24+1=n(n—-1)/2,
igy dim F = n(n —1)/2. (Ld. még 5.31. a) feladat).
5.7. Igen, alteret alkotnak, hisz a 0 nyomt matrixok
halmaza zart az Osszeaddsra és skaldrral szorzdsra
nézve. Ez egy n? — 1 dimenzios altér, hisz a képtér
1 dimenziés, a métrixok tere pedig n? dimenziés.
5.8. Az x +y +z +w = 0 egyenlet megoldasai

X —s—t—u -1 -1 -1
y| s |1 0 0
z| t 1ol T 1T o
w u 0 0 1

E V vektorteret teret 3 linedrisan fliggetlen vektor fe-
sziti ki (fliggetlenségiik a 2-dik, 3-dik, 4-dik koordi-
natdkbdl lathato). igy a véges dimenzios terek jellem-
2656161 52616 5.28. tétel szerint V ~ R3,

5.9. 4) Az X — vec(X) leképezésben a standard ba-
zis e; vektordba az E; métrix képzédik, ahol E; —
vec(E,-) =€ (l = 1,2,3,4):

10 00 01 00
0 O’Ez_L o}’&’_[o 0}"54_[0 1}'

a) Az X matrixhoz a szimmetrikus Osszetevéjét
rendel6 leképezés és matrixa a vektorizalt alakjuk ko-

E; =

z0ott:
i X12+x
o x| om =252
X21+X

X21 X2 e )

1 0 0 0 X11 X11
1 1 X21+Xx

O j j 0 x21 B 21 12
1 1 — | xi2+x

O z z 0 x12 122 21

0 0 0 1 X22 X22

b) Az X maétrixhoz a ferdén szimmetrikus 6sszete-
v6jét rendeld leképezés és matrixa a vektorizalt alak-
juk kozott:

[ X2 —X;
XinooXip| o oXm e
X1 —X

X1 X2 2= xp
_1 0 0 0 X11 X11

1 1 X21—X
R T S I it I

12 —A21

0 —3 2 O] |x2 e
_0 0 0 1 X202 X202

c) Adott A és AX + XA vektorizalt alakja

a1 X11

ay a a x
vec(A) = vec [ T2 — 1721 geo(x) = |72
ay A a1p X12

aj1Xx11 + Aa12Xx21

a1X11 + A22X21

AX+ XA =
a1X12 + A22X22

a11x12 + ‘112x22:|
{xnﬂn + X12a21

X11412 + X12422
X21411 + X22421

Xp1412 + X22422

Innen a vektorizalt alak és a B madtrix, melyre
B vec(X) = vec(AX + XA):

2a11X11 + a12X21 + 421 X12
ax1x11 + (a11 + a2)X21 + a1

vec(AX + XA) =
arpx11 + (a11 + ax)X12 + a12x2
a12X21 + az1x12 + 242X
2a11 aip a1 0
g | (an+axn) 0 a1
ar 0 (a1 +axp) ap
0 ar a1 2az;

5.10. Az S : X = 5(X+XT) leképezés vetités, hisz
linearis leképezés (Id. az 5.6. feladatot), és $2 =g,
ui. barmely A € R"*" maétrixra S(A) szimmetrikus,
és szimmetrikus matrix szimmetrikus része onma-
ga, azaz S(S(A)) = S(A). Hasonloképp igazolha-
t6, hogy az F : X — (X — XT) leképezés is vetités.
(A 7.37. feladatban azt is meg fogjuk mutatni, hogy e
vetités merdleges vetités!)

5.11. 19737656

5.12. 1) Haa V = (0,0,v) pontbdl vetitjiik az X =
(x,y,z) pontot, és vetiillete X' = (x',y/,0), akkor
e harom pont egy egyenesbe esik, azaz a VX vek-

tor nemnulla konstansszorosa a VX' vektor, vagyis
c(x,y,z—v) = (x',y,—v). Innen

1—

_ _z’
zZ—0 lv

[SHIN]

2) Az (x,y,z) +— (&,%/

), de még az
(x,y,2,1) — (1_%, 1_Lg,O,l) leképezés sem linedris,
mivel z a neveZ(’szen szverepel, deazl-— %—Vel valoé be-
szorzas utan kapott (x,y,0,1 — ) homogén koordi-
nétas alakkal — mely véltozatlanul az (x’,y’,0) pontot
reprezentdlja —, linedris leképezést kapunk, melynek
egyszertien felirhat6 a matrixa:

X 1 0 0 Of (x
y | _ |01 0 0f|y
o oo o o0]]|=z
1
1-2 00 -1 1|11

3) A (v1,vp,v) pontbdl valf vetitéshez el6bb eltol-
juk a teret (—v1, —v,,0) vektorral, igy visszavezettiik



a feladatot az el6z6re, majd a vetiiletet visszatoljuk.
Az eredmény tehét e harom transzformdciénak meg-
felel6 matrixok szorzata, azaz

1000wv][10 0 0][t00 —0;
0100v]]|01 0 0/[010 —vy
001000 0 0[|001 O
000 1|00 -L1]]oo0 1
10 -2 0
o1 -2 o0
100 0 0

1
00 -1 1

E matrix az (x,y,z,1) vektort a

10 20| |x x—v12
0 1 =% 0 |y| _ |y—w3
00 o0 of|z| 0

1
00 -1 1|1 1-2

vektorba viszi, mely a

Xx—0v12 y—02 )
P:( e, ©,0
1-2 ' 1-2

v

pont homogén koordinatds alakja. Tehat P a vetii-
leti vektor. (Vilagos, hogy csak akkor keletkezik az
xy sikon vetiilet, ha v # z, ekkor 1 — 2 # 0, tehat
oszthatunk vele. Ha v = z, akkor a vetiilet egy vég-
telen tavoli pont lesz melynek homogén koordinatdja
(x —v1,y —v2,0,0).)

5.13. a) Igaz. b) Igaz, a nyom invaridns a hasonlo-
sdgra. ¢) Hamis, pl. [(1) H H %] = H ﬂ [‘1) *%], tehat
[ (1) o~ [? *%], de a két mellékatlobeli dsszeg kiilon-
b6z6. d) Hamis. e) Igaz, ez épp a rang, ami invaridns

a hasonlésagra.

5.14. a) E feladat megoldasahoz egyel6re a természe-
tes geometriai képzeletiinkre hagyatkozunk, kés6bb
azonban alaposan megvizsgaljuk a linedris algebra
eszkozeivel is az itt felmer{il6 kérdéseket az ortogo-
nélis métrixokrol szol6 részben (1d. 7.66. definicid).
Vegyiik észre, hogy a v = (1,2,2) vektor hossza 3,
és az %(2, 1,-2), %(2,—2,1), %(1,2,2) vektorok or-
tonormalt bazist alkotnak, azaz egymdsra mer&leges
egységvektorok. Rdaddsul a harmadik vektor a meg-
adott v vektorral egyirdnyd. Az e vektorokbdl mint
sorvektorokbol képzett

1 2 1 -2
ng 2 =2 1
1 2 2

matrix az %v vektort a (0,0,1) vektorba képzi. A z-

tengely koriili, és igy a (0,0, 1) vektort helyben hagyé
60°-0s forgatds matrixa (Id. 5.10. példa):

1 -3
F==-1|v/3 1
0 0

N[ —
N © O
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gy a Q7'FQ matrix lesz a v vektor egyenese korii-
li forgatds matrixa. Vegyiik észre még, hogy mivel
Q sorvektorai paronként merdleges egységvektorok-
bél dllnak, a QQT = I, azaz Q inverze megegyezik a
transzponaltjaval. A keresett matrix tehat

5 V35 V3t
oFQ = 71%\/§+1% 1 i 2 %\/?;r%
3V3+5  —5VB+3 18

b) Ha az x +y 4z = 0 egyenletfi sikra vetitiink,
akkor e sik vektorai helyben maradnak, pl. a sikot ki-
feszit6 (1,—1,0) és (1,0, —1) vektorok. Ugyanakkor
ha a (2,1,2) irdnyvektoru egyenes mentén vetitiink,
akkor e vektor képe a zérusvektor. Van tehat harom
fuggetlen vektorunk, melyekrél tudjuk, hogy a P ve-
tités, illetve annak P matrixa melyiket hova viszi:

1 1 1 1 2 0
=1~ -1}, 0 — 0f, 1| — |0].
0 0 -1 -1 2 0

E vektorokbol képzett matrixokra és a vetités P mat-
rixara tehat

1 1 2 1 1 0
P|-1 0 1{=|-1 0 0f,
0 -1 2 0 -1 0

ahonnan kifejezhet6 P egy invertalas utan:

1 3 -2 =2
P= 5 -1 4 -1
-2 =2 3

%oz

c) Az el6z6 ponthoz hasonléan itt is ugyanazok a
vektorok vélaszthaték bazisvektoroknak, de itt a si-
kot kifeszit6 vektorok képe lesz a nullvektor, azaz a
leképezés

1 0 1 0 2 2
—1| — (0], o — |0], 1| — [1].
0 0 -1 0 2 2

E vektorokbol képzett matrixokra és a vetités P mat-
rixara tehat

1 1 2 0 0 2
P|-1 0 1| =10 0 1],
0 -1 2 0 0 2

ahonnan kifejezhet6 P egy invertalds utan:

1 2 2 2
PZE 1 11
2 2 2

Ellen6rzésiil beszorozhatjuk e matrixot a hdrom ba-
zisvektorral.
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5.15. E linedris leképezés megadasihoz elég megadni
egy bazis képét. Mivel dim(Ker A) = 3, ezért harom
bazisvektornak kell a nullvektorba, maésik kettének
két fliggetlen vektorba képz6dnie. Példdul legyen a
leképezés a kovetkezd:

ejr>ej, eprre) e3—0,e,—~0, e5—0,

ahol {e, e, 3,4, €5} az RS, {e], &), e} az R3 stan-
dard bazisa. E leképezésre Ker A = span(es, ey, e5),
Im A = span(e}, e}). Igy a leképezés matrixa:

[ R R
o = O
o o o
o o O
o o O

5.16. A matrix a standard bazisvektorok képvektora-

ibol 4ll, azaz [e,|eq|ez] . .. |e,—1], kifejtve
0 1 0 ... 0 O]
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 ... 01
1 00 ... 0 0

5.17. Az &ttérés matrixai permutdlé matrixok. Per-
mutalé maétrix inverze a transzponéltja, és a permu-
tdlé6 matrixszal val6é balrél szorzas a sorokat, mig a
transzponaltjaval val6 jobbrol szorzas az oszlopokat
transzformalja, igy ugyanazt a permutéciot kell a so-
rokon és az oszlopokon is végrehajtani. Tehat a

00010 01000
00O0O0T1 00100
Be.p=10 01 0 0|,Cgeec=11 00 0O
10000 00O0O0T1
01000 00010

jelolésekkel Ag = Bg, ¢AgBg, p, azaz

(44 45 43 41 42]
54 55 53 51 52
Ag=BTAB= (34 35 33 31 32,
14 15 13 11 12
24 25 23 21 22

és hasonléképp

(33 31 32 35 34]
13 11 12 15 14
Ac=C'AC= {23 21 22 25 24
53 51 52 55 54
43 41 42 45 44

5.18. Az eredmények:

1 2 00 10
a)};{z 4],b)}3 3 5|9 }

0 0
a) Az i = (1,0) képét megkaphatjuk pl. az y = 2x
és a rd merSleges és az (1,0) ponton atmené y =

—ix+ % egyenesek metszéspontjanak meghataroza-
saval: (x,y) = (1,2). Aj = (0,1) képe hasonl6képp
az y = 2x és a rd merdleges és az (0,1) ponton dtme-
néy = —%x + 1 egyenesek metszéspontjdba mutat:
(x,y) = (%,2). A vélasz e két vektorbol mint oszlop-
vektorbdl képzett matrix lesz.

b) Az a) feladatban megkapott matrixbdl a £ < B
attérés matrixaval szdmolhato:

-1
1 1 1(1 211 1
P =Tg ePeTe g = [1 2} 5 [2 4} L 2]

1o 0
5|3 5

¢) Bar itt is szamolhatnank az attérés matrixaval,
de egyszer{ibb fejben szamolni! Az y = 2x egyenesre
val6é merdleges vetités nyilvan helyben hagyja az el-
s6 bazisvektort, és a r4 merSleges masodikat a 0-ba
viszi! Igy a vetités matrixa

b o

5.19. A 31 matrix nem hasonlé a maésik kett6hoz,
azok viszont hasonl6ak egymashoz. Ezt pl. gy iga-
zoljuk, hogy a

Fall o=kl

egyenletben a matrixszorzasok elvégzése utan kapott
négyismeretlenes egyenletrendszernek kivalasztjuk
egy megoldasat, és ellendrizziik, hogy invertdlhat6
matrixot adnak-e. Az

TRER

matrix példaul megfelel.
A masik esetben a

a b|[3 0 [3 1||a b
c d| |0 3| |0 3||c d
egyenlet kifejtve a
3a 3b|
3¢ 3d|
egyenldségre vezet, amibSl ¢ = d = 0, az [ 2§ ] matrix
viszont biztosan nem invertalhatoé, tehat a két matrix

nem hasonlé.
5.20. A hasonldsagot igazolja az alabbi egyenl&ség:

11
-1 i

| 1 1] [cos¢p +ising 0
I S R 0 cosg —ising|’

3a+c¢ 3b+d
3c 3d

[cos @

sin ¢

—sin (p]

cos ¢




521. A B = {A" Ix, A" 2x,... A?x, Ax,x} vektor-
rendszer pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha a

Cn A" IX 4 0y 2 A2+ 4 AX+cox =0 (%)

csak cg = ¢ = --+ = ¢,—1 = 0 esetén all fenn. Szo-
rozzuk be a (*) egyenlet mindkét oldalat A" !-nel,
kapjuk hogy coA"~!x = 0, de Ax # 0, igy cg = 0. Ez-
utan szorozzuk be (*) mindkét oldalat A”~2-nel. Kap-
juk, hogy c;A""Ix = 0, ahonnan ¢; = 0. Az A cs6k-
kend kitevdjli hatvanyaival tovébb folytatva a beszor-
zast, sorban kapjuk, hogy az 6sszes c; egytitthat6 0,
tehat a vektorok fliggetlenek, igy B bazis. Legyen te-
hitbg = x, by = Ax,..., b, 1 = A" Ix. Az A métrix
hatdsa e bazison: Ab; = b;;1,aholi=0,1,...,n—2.
Igy A matrixa e bazisban

01 0 0 0

0 0 1 0 0
N= |+

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

Eszerint minden n-edrendti n index{i nilpotens mat-
rix hasonlé N-hez. A hasonldsdg tranzitiv, igy bar-
mely két n-edrendti n indext nilpotens matrix hason-
16 egymashoz.

5.22. Az 5.15. tétel szerint egy P linedris transzforma-
ci6 pontosan akkor vetités, ha P2 = P, és ekkor P az
Im P-re vetit Ker P mentén. Ha a P : R"” — IR" vetités
matrixa P, akkor P az Ker(P) = N (P) mentén vetit
Im(P) = O(P)-re, ahol O(P) ® N (P) = R". Legyen
{v1,v1,...,v+} az O(P) egy bézisa, {v,11,...,vs} a
N (P) egy bazisa. E vektorokra Pv; = v;, hai <r, és
Pv;=0,hai>r. fgy a {vq,vy,..., vy} bazisban a P
matrixa

I, O
(O JNN0)

Mivel e métrix nyoma r, és a nyom invaridns a ha-
sonl6sdgra nézve, ezért minden r rangu vetitématrix
nyoma 7.

5.23. Ha AX 4 XB = C, akkor

A C
O B

A O
O B

I, X
O In

I, —X
(0] L

5.24. Az dttérések matrixait és az 5.18. a) feladat ered-
ményét is hasznalva:

Rk -
A

5.25. El6szor megmutatjuk, hogy ha A és B ugyan-
annak az L linedris leképezésnek a mdtrixai, akkor
azonos a rangjuk. Ehhez legyen R" két béazisa A és
B, R™ két bazisa A’ és B/, legyenek az attérések mat-
rixai Vg, 4 és Wpi, 4 tovébbd legyen [L] 4o 4 = A

N

N
—_
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és [L]p . = B. Végiil legyen x € R" egy tetsz6le-
ges vektor, y = Lx € R és e vektorok koordindtds
alakjai legyenek x 4, Xz, Y4, Y- A maétrixok kozti
kapcsolat leolvashat6 az aldbbi diagramrol:

B=[Llp.s
Xp——m— Y8

VBea Wg’leA’

XA —————— YA
A=[Lxeca

Ekkor

X = VB AX 4 yB = Wneaya,

ya = Lacaxa, yB = Lppxs,

ahonnan

-1
A=[Laeca=Wg, y[LlpBVBea
-1
=Wgl 4BVg 4.
Hasznéljuk a szorzat rangjira vonatkozé becslést

(3.22. tétel). Mivel a szorzat rangja legfoljebb annyi,
mint barmelyik tényez&jéé, ezért

Igy r(A) = r(B). Innen még a nullitisok azonossiga
is adodik:

dim(N(A)) =n —r(A) =n —r(B) = dim(N(B)).

Megmutatjuk, hogy ha r(A) = r(B) = r, akkor
van olyan L linedris leképezés és két bazispar, me-
lyekben L maétrixa A, ill. B. Ehhez A-t és B-t is elemi
sor- és oszlopmtiveletekkel hozzuk

I, O
O O

alakra. Az elemi sormfiveletek elemi maétrixokkal va-
16 balrél szorzassal, mig az oszlopmiiveletek jobbrol
szorzéssal is elvégezhet6k. Az elemi maétrix, és igy
szorzatuk is invertdlhato, igy azt kapjuk, hogy van-
nak olyan elemi métrixok szorzataként kapott Eq, Ep,
E3, E4 matrixok, hogy

I, O

E1AE, = {o o

} = E3BE,,

amib6l
A =E;'E;BE4E,' = W !BV,

ahol W = E;lEl, V = E4E£1. Legyen L az x — Bx
matrixleképezés, és a két bazispar egyike legyen a
standard &, £, bazispar. E bazisparban L matrixa
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épp B. A masik bézispar legyen a V és W oszlop-
vektoraib6l all6 C, D bazispar. Ekkor az attérések
maétrixai épp V= Vg . ¢ és W= Wg . p, ésigy

A=[Laca=Wg' alllg, e Vea
= WE;&A’BV‘S‘M“A'
Ezt szemlélteti az aldbbi diagram is.

B = [L]g, e,
gil —<_) ygl”

Ve, a Wg,:e/l’

Xf ——m Y4

A=[Llgeca

5.26. Az érvényes koordinatdk tartomdnya korlatos,
igy a skaldrral szorzas és az Osszeadds mfivelete is
kivezet bel6le, vagyis nem vektortér.
5.27. 1) Minden vektortérnek egyetlen zéruseleme
van, ui. ha 0 és 0’ is zéruselem, akkor 0 = 0+ 0’ = 0/,
azaz 0 =10'.

2) Minden u € V vektornak egyetlen additiv in-
verze van: (—1)u, ui. ha v additiv inverz, azaz
u+v =0, akkor

v=v+0=v+u+(—-lu=u+v+(-1)u
=0+ (-lu=(-Du

3) Ha valamely u,v € V vektorra u 4+ v = u, ak-
kor v = 0. Adjunk ui. az u + v = u mindkét oldalé-

hoz —u-t. Ekkor —u+u+v=—u+u,azazv =0.
4) Ha u+ v = u+ w, akkor mindkét oldaldhoz
—u-tadva —u+u+v=—-ututwigyv=w.

5) Hac € F és u € V, akkor cu = 0 pontosan
akkor 4ll fenn, ha ¢ = 0 vagy u = 0.

M2 szerint Ou = 0. Legyen u egy tetszSleges
vektor. Ekkor cu+c0 = c(u+ 0) = cu, amibdl a
3) éallitas szerint c0 = 0. Ezzel igazoltuk, hogy ha
¢ = 0 vagy u = 0, akkor cu = 0.

Ezutan igazoljuk, hogy ha cu = 0, akkor ¢ = 0
vagy u = 0. Tegyiik fel, hogy ¢ # 0. Ekkor ¢! léte-
zik, igy

u=1lu=(clcju=ccu)=clo=0.

6) Az 5.48. definiciébeli Al igazolasa a tobbi kiko-
tésbol:

ut+v=—-u+ut+u+v+v-v

2 ut(1+u++v—v

Dzl—u+(1+1)(u+v)—v

D:27u+u+v+u+v—v

=v+u.

7) M3 kicserélhet6 A4-re:

(M3 = A4)Vu: 0=0u= (1-1)u=u+v,ahol
v=(-1)u.

(A4 = M3) O0u = (0+0)u = Ou + Ou. Mivel A4
szerint Ou-hoz van olyan v, hogy 0 = Ou + v, ezért

0=0u+v
= (0u+0u)+v=0u+ (Ou+v) =0u+0

= Ou.

5.28. Ellendrizziik a vektortér axiomait.

a) Az R test, igy u,v € R esetén u +v € Rg, és
u € R, g € Q esetén qu € R, tehat a két miivelet
nem vezet ki Rg-b6l. Mdsrészt a vektortér axiomak
mindegyike azonnal kovetkezik a testaxiomakbol (pl.
az Rq-beli 6sszeadds kommutativ és asszociativ, mi-
vel az R-ben mint testben azok. . .). Igy Rq vektortér.

b) AzU = {a+by2 | a,b € Q} halmaz valés
szamokbodl 4ll, igy &/ C R. E halmaz nem tires (pl.
0=0+4+0v2 € U). Haab,c,d € Q tetsz6leges ra-
cionalis szamok, azaz a + bv/2,¢c + dv/2 € U két tet-
szbleges eleme U/-nak, és q € Q tetsz6leges racionalis
szam, akkor

(a+bV2)+(c+dV2)=(a+c)+(b+d)V2elU
q(a+bV2) =qa+qbV2 € U.

Az els6 egyenlség azt igazolja, hogy U zart az Ossze-
addasra, mig a masodik azt, hogy zart a skaldrral szor-
zasra nézve. Tehdt U < Rq, azaz U vektortér, és
altere az R vektortérnek.

¢) Minden test vektortér 6nmaga folott, igy C is.

Az a+ib + (a,b) € R? miivelettart6 az 6sszeadds-
ra és a valds skaldrral val6 szorzdsra nézve, bijektiv, te-
hét izomorfizmus CR és R? kozott. (Tehat C oénmaga
folott egy 1 dimenzids tér, bazisa barmely nemnulla
komplex szdm, mig C az R folott 2 dimenzids, és az
egyik bazisa {1,i}.)
5.29. 4) Ha a mindkét irdnyban végtelen sorozatok-
ban nincs jellve, hogy melyik elem szamit 0 index-
nek, akkor az ¢sszeadds nem értelmezhets, igy nem
alkotnak vektorteret, ha viszont jelolve van, akkor
igen.

b) Z nem test, az egészelemii sorozatok nem al-
kotnak vektorteret.

c) Igen.

d) Igen. Egyediil az 6sszeaddsra valé zartsagot kell
ellen6rizni, a konstanssal val6 szorzéds nyilvanvalo,
hisz az egyetlen nemnulla konstans az 1.

e) Igen. V a megadott miiveletekkel vektortér,
minden axiéma teljestil. Az dsszeadds kommutativi-
tasa és asszociativitdsa a szorzds azonos tulajdonsa-
gai miatt teljestil, zérusvektor az (1,1) pont, melyre

0+ (x,y)=(1L1)+ (xy) = (Ix,1y) = (x,y),

0(x,y) = (x%y°) = (L),



de hasonl6an egyszertien igazolhat6 a t6bbi axiéma
is, példaul

c(d(x,y)) = c(x®,y") = (=), ("))
x¥,y ) = (cd)(x, ),

(x4,

1(xy) = (L y") = (xy),
( +d,
(

y
(c+d)(xy)

C

= (x y6+d) — (xcxd/ycyd)

= (¥ + (L yh) = e(xy) +d(xy).

5.30. a4) Az 1 nyomu matrix c-szeresének nyoma c, te-

hat e halmaz nem zart a skaldrszorzasra, nem altér.

e) Az i’ (x) + y(x) = 2x egyenletet nem elégiti ki
a zérusfiiggvény, tehat e differencidlegyenletet kielé-
git6 fliggvények nem alkotnak alteret.

b), ¢), d) Az Gsszes tobbi esetben lathat6, hogy a
feltételt kielégit6 elemek Osszege és skaldrszorosa is
a megadott részhalmazba tartozik, és a zérusfiigg-
vény, ill. a zérusmatrix is eleme a részhalmaznak, te-
hat mindegyikiik altér.

5.31. Mindharom esetben kiegészit6 alterekr6l van

sz6, ami annak ellen6rzésével igazolhato legegysze-

rtibben, hogy a tér minden eleme egyértelmftien 4ll

el6 a két altérbeli elem 6sszegeként. Ez igaz

a) R™" minden matrixara, mert azok egyértelmtien
dllnak el6 egy szimmetrikus és egy ferdén szim-
metrikus métrix 6sszegeként (Id. 3.60. tétel és 5.6.
feladat),

b) minden — az egész szdmegyenesen értelmezett —
val6s fliggvény egyértelmten all el6 egy paros és
egy pératlan fliggvény osszegeként,

c) a tér minden vektora egyértelmtien bonthaté fel
egy sikba és egy vele nem parhuzamos egyenesbe
es6 vektor osszegére IR3-ben.

5.32. a) Az R3*3 hat permutdlé métrixa lineari-
san Osszefligg8, ui. az 1-determindnstiak és a —1-
determinanstiak Osszege is az egyesekbdl all6 matrix:

(1 00l Jo10] [oo1] [t 1 1]
010/+]001/+|10o0/=]|11 1/,
00 1 100 010

(00 1] Jo1o0] [1too] [1 11
010/+][100[+]001|= ,
100 00 1 010 11 1

igy ezek kiilonbsége a zérusmatrix, azaz van nemtri-
vidlis linearis kombinacid, mely a zérusmatrixot adja.

b) A cos(x) és a cos(2x) fliggvények a differencidl-
hat6 fliggvények terében linedrisan fliggetlenek. Ha
ui. linedrisan Osszeftiggtk lennének, akkor barmely
X1,X2,X3,...,X; pontokban folvett értékeik vektorai
is 0sszefliggdk lennének. E hdrom fiiggvény x; = 0,
xp = 1/2 helyeken folvett értékeinek vektorai

cos(x) cos(2x)

S
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E két vektor pedig fiiggetlen. De kiszdmolhatjuk a
Wronski-determindnsukat is, mely egy masik megol-
dést ad e feladatra:

cos(x)
—sin(x)

cos(2x)

W(cos(x),cos(2x)) = —2sin(2x)

= —2sin(2x) cos(x) + cos(2x) sin(x) # 0,

hisz pl. az értéke 71/2-ben —1.

¢) Az x> +1, x? + x, x> + x + 1 polinomok ugyan-
csak linedrisan fliggetlenek. Ez haromféleképp is iga-
zolhat6. 1. Az egyiitthatok vektorai (1,0,1), (1,1,0),
(1,1,1), amik fiiggetlensége a polinomok fiiggetlen-
ségét is bizonyitja. 2. Az el6z6 kérdéshez hasonléan
kereshetiink harom olyan helyet, melyben folvett ér-
tékeik vektorai fliggetlenek:

241 x¥2+x 24x+1
x1=0: 1 0 1
xp=1: 2 2 3
x3=—1: 2 0 1

E harom vektor pedig fliggetlen, hisz a bel6liik kép-
zett determindns értéke —2 # 0. 3. Kiszdmolhatjuk
a Wronski-determindnsukat, amely ha legalabb egy
pontban nem 0, akkor a fiiggvények linedrisan fiig-
getlenek:

W(x2+1,x2+x,x2+x—|—1)

¥4+1 x24+x x¥24+x+1
= 2x 2x+1 2x+1 = -2,
2 2 2

ami egyetlen pontban sem 0.
5.33. Mint az 5.59. tételben megfogalmaztuk, meg-
mutatjuk, hogy a

B:V — V**, ahol (Bv)u* = u*(v)
leképezés megadja a két tér kozti izomorfizmust.

Elészor megmutatjuk, hogy Bv : V* — [ linea-
ris leképezés, azaz Bv € V**. Legyen x*,y* € V* és
¢ € F. Ekkor

Bv(ex® +y7) = (ex* +y7)(v)
=ox*(v) +y"(v)
= cBv(x*) + Bv(y").

Ezutén belatjuk, hogy B : V — V** lineéris. Eh-
hez meg kell mutatnunk, hogy tetszdleges x,y € V és
¢ € F esetén

B(ex+y) = ¢Bx+ By.
Ehhez elég azt igazolni, hogy tetszbleges v* € V*
funkciondlban az egyenl6ség bal és jobb oldalan 4ll6
fuggvény azonos értéket vesz fel:
(Blex+¥)) (v') = vV (ex +y)

— v (%) + V' ()

= ¢(Bx)(v") + (By)(v7)

= (¢Bx+ By)(v").
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B injektivitdsdhoz elég megmutatni, hogy Bv =

0** csak v = 0 esetén 4ll fonn.

Bv =0"" ~ Vx* € V*: (Bv)(x*) = 0""(x")
~ ¥x* e V*:x*(v) =0.

Ebbdl kovetkezik, hogy v = 0. Ez végtelen dimen-
zi6s esetben a kivalasztdsi axiéma alkalmazasaval bi-
zonyithaté, itt csak a véges dimenzios esetet mutatjuk
meg. Indirekt médon tegyiik fel, hogy v # 0. Mivel
egy linearis leképezést elég megadni egy bézis eleme-
in, védlasszunk olyan bazist, melynek egyik vektora v,
és legyen x*(v) = 1, x* értéke a tobbi bazisvektorban
tetsz6legesen megadhato.

Végiil véges dimenziés esetben tudjuk, hogy in-
jektiv linearis leképezés azonos dimenzidju terek kozt
bijekcid, és dimV = dim V* = dim V**. Ez bizonyit-
ja, hogy V = V**,

5.34. a), b), c), d) Az My, A, Js és L leképezés lineé-

ris, mivel barmely f,g € CFa b (d) esetén Dom(f) =

Dom(g) = [0,00)) és ¢ € R esetén

My(cf+8) = (cf+8)h=cfh+gh
= cMy(f) + Mp(g)

Alcf+8) = o [ ef 49

bia/gbf+ bia/gbg
= cA(f) + A(g),

Kefra)= [ efrgs=c [ s+ [ as

= k() +s(g),

L(ef () +8(0) = [ (ef(1)+5(1)
= c/omf(t)e’“ dt + /(;Oog(t)e*Sf dt
= cLUF(1) + L(g(1))

e) T nem linedris, hisz példdul nem homogén, ui.

rp=[1-f1=[1f#- [ 1A=-T0)

=cC

5.35. A D-nek bal inverze |, vagy J-nek jobb inverze
D, mivel

o) = ([ ) = £,
de
JeD)(F) = [ f' = ) - fla) # f(2)

De ha csak azon f € C[lu’b] fuggvényeket tekintjiik,
melyekre f(a) = 0, akkor ezen az altéren D és | in-
verzei egymdsnak, hisz

JeD)(f@) = [ f = F).

5.36. Mindegyik rendszer linedris, hisz
a) az

L=a,(x)D" +a,_1(x)D" 1 4 ... 4+ ay(x)

leképezés linedris, mivel a DX derivélas-operator
folytonos fliggvénnyel vett szorzata és ezek Ossze-
ge linedris leképezés.

b) egy fiuiggvényhez derivaltjainak adott linedris
kombinaciéjat rendeld leképezés linedris, egy
fuggvényhez a 0-ban (vagy a derivaltja 0-ban) fel-
vett értékét rendeld leképezés linedris (Id. Dirac-
delta), igy a bel6liik képzett rendezett hdrmas is
linedris leképezés, tehat a megadott kezdetiérték-
probléma az

¥ (x) + a1y’ (x) + agy(x)

L:y(x)— y(0)
y'(0)
leképezés mellett az
h(x)
L(y(x)) = | vo
1

alakot veszi fel. Itt V lehet pl. az R-en kétszer
folytonosan differencidlhaté fiiggvények C% tere,
mig W = C% x R x R.

Masik értelmezési lehetéséget kapunk e feladat-
ra, ha a vektorteret szikitjiik le azon kétszer foly-
tonosan differencidlhaté fliggvényekre, melyekre
y(0) = yo, y'(0) = y1. Ekkor W = (3.

c) az

L:y(t) — /0 Yyt dt

leképezés linearis, igy az

/Oooy(t)e_’“ dt = h(x)

egyenlet linedris rendszer.

5.37. El6szor tegylik fel, hogy az oOsszeg direkt
Osszeg, és tekintsiik a kivédlasztott v; € V; (i =
1,2,...,k) vektorok Osszegét: v = Z?:l v;. A v vek-
tor ezen el6éllitdsa egyértelmf, hisz direkt 6sszegrol
van sz0, igy ha a v; vektorok linearisan osszefliggtk
lennének, azaz valamelyikiik kifejezhetd lenne a t&b-
bi linedris kombindciéjaként, akkor taldlndnk mésik
elGallitasét is v-nek. Ellentmondas.

Ezutan tegytik fel, hogy az Osszeg nem direkt
Osszeg, azaz van olyan v vektor, melynek két kiilon-
b6z6 0sszegként val6 eldéllitasa is 1étezik:

k k
vV = ZV,’ = ZWI', (ViWi S Vz)
i=1 i=1

Ekkor
k

Y (vi—w;) =0,

i=1
ahol a v; — w; € V; és legaldbb egyike e kiilonbségek-
nek nem 0, igy nem fiiggetlenek.



5.38. b(x,y) = x'By fiiggvény bilinedris, azaz linea-

ris mindkét valtozoéjaban, ugyanis

= (cu+v)"By = cu'By + v' By

= cb(u,y) +b(v,y),

b(x,cu+v) =x"B(cu+v) = cx'Bu+ x'Bv
=cb(x,u) + b(x,v).

b(cu+v,y)

Ha b bilinedris és x = }.I' | xje;, y = ]"’:1 y]-e}, ahol
{e1,...,en} azR", {e],..., e}, } az R™ standard bé-
zisa, akkor

n n m
b(x,y) = Z (eiy szt% ei/e;‘)
i=1 i=1j=1
bler,e]) ... bleyep)| |11
= [xl x,,] : . :
bley,€)) ... blex,en)| |ym

5.39. a) P ~ R", az izomorfizmus lehet a

p(x) =ag+ax+...+a, 1x""V i (ag,ai,...,a,_1)

leképezés. Masrészt a

1 x ... x?fl ag p(x1)
1 x ... ngl ap p(x2)

: "7 o
1 x0 .. ij An—1 p(xn)

kifejezésbeli méatrix Vandermonde-matrix — jel6lje X
—, mely invertdlhat6, hisz determindnsa csak akkor
lenne 0, ha az x; értékek kozott lennének azonosak.
A ] leképezésben a P helyett a vele izomorf R"-beli
(ag,a1,-..,
tékét:

a,_1) vektorokkal kifejezve az integral ér-

b
](p):/ ag+a1x +...a,_1x" " Tdx
Ja

1b
= |agx +a x? + +a X
= |40 1 > n—1 nl,
_ %0
hZ 2 b n 111
— —a —a
= [b—a 5 - }
14n—1

Igy a (*) egyenletbdl kifejezve a polinom egyiitthatéit
kapjuk, hogy

ki ko ... kn]:[b—a #

b) Jelolje P az n-nél kisebb fokt polinomok n di-
menzios vektorterét és legyen
P:P—-Rp—plx) (i=12...,n).

P; eleme P dualis terének, hisz linedris funkciondl.
Megmutatjuk, hogy linedrisan fiiggetlenek. Tegyiik
fel, hogy

1Py +cP+ ...+ c, Py =0,

b — an] X_ )
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ahol O jeldli a zérusfunkciondlt. Ertékeljiik ki mind-
két oldalt egy tetsz6leges P-beli p polinomban. Kap-
juk, hogy

cip(x1) +eap(x2) + .+ cnp(xn) =0. (%)

Tekintsiik a kovetkez6 polinomokat (melyek egyéb-
ként P bazisat adjak):

i(x) = [T(x—x,).
j#i
Mivel ¢;(xj) = 0, ha i # j és e;j(x;) # 0, tovdbba p
foka legfeljebb n — 1, ezért a p = e; helyettesitéssel
(**) egyenletbdl a kovetkezét kapjuk:

cre(x1) +czei(x2) +... +ciei(x;) + ... +cnei(xn) =0,

amibdl ¢; = 0. igy az P; figgvények linedrisan fligget-
lenek P*-ban, és mivel dimP = dim P* = n, ezért
egyuttal bazist is alkotnak. Akkor viszont barmely
linearis L € P* funkcionél kifejezhet6 az P;-k linearis
kombinécidjaként, igy a tételbeli integréllal definidlt
J funkcional is.
540. @) 5(cg + ) = cg(0) + ¢(0) = cd(g) +(y),
ahol ¢, ¢ € K, ¢ € R, tehat ¢ linedris. Folytonos is,
hisz ha ¢, — ¢, akkor (pn( ) = ¢(0).

b) Tjy(p) = —Tulg) = — [C He' = — [7 ¢ =
915 = 9(0) = é(g)-

14+ 2x—1)H(x—1)+26(x—1).

d) Az L'(¢) = —L(¢') ismételt alkalmazésaval.

e) (a) sinx — H(x — 1) sinx,
(b) sinx — H(x — %) cos x,
() H(F —x)(sinx —1) + 1.
5.41. a) Egy valés D didd D = u®@v = uv' = [u;vj]
alakt matrix, aminek nyoma trD = Y ; u;v; = u-v.
A D métrix oszloptere O(D) = O(uv') = span(u),
igy e tér egy cu vektoranak képe

D(cu) = (uv')(cu) = cu(v'u) = ¢(u- v)u = tr Dcu,

tehat az oszloptér vektorait e matrix az u - v = tr(D)-
szeresébe viszi.
b) Minden ilyen P vetitématrix hasonl6 egy

I, O
o o
nxn

métrixhoz, melynek nyoma tr(P) = k, a képtér di-
menzidja.

¢) Az R"*" tér standard bézisa az E;; matrixokbol
all, melyekben az i-edik sor j-edik eleme 1, a t6bbi 0.
Mivel minden 1 < i,j,k,I < n indexre

O/
E;jEy = E
ils

ezérti # j esetén E;; = E;1 Eyj, igy az L(XY) = L(YX)
képlet szerint

haj#k,
haj=k,

L(E;;) = L(E;Eyj) = L(EjjE;;) = L(O) = 0.
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Mésrészt L(E;) = L(EEy;) = L(EyEq) = L(En).
Legyen A € R"*" egy tetsz6leges matrix. Ekkor

L(A) =L Za,’]’Ei]' = Z“z]L(Eu)
i,j ij
n
=) a;iL(E;;) = L(Eq1) tr(A).
i=1

L(I) = L(E11 +Exp+...+ Enn) = nL(EH), masrészt
L(I) = n,igy L(E11) = 1, tehat L = tr.

5.42. a) Az L homogén, mivel Fo-ben csak két elem
van, a 0 és az 1, igy L(cM) = cL(M) fennéll minden
cre. Az LM+ N) = L(M) + L(N) is teljesiil, hisz
pontosan azok a lampék gyulladnak fel, amelyek pé-
ratlan sok szomszédjat megnyomjuk. Az M + N mat-
rixban egy pozicié szomszédaiban 1év6 1-esek szdma
pedig azonos paritdsi az M-beli szomszédos 1-esek
és N-beli szomszédos 1-esek szdma sszegének pari-
tasaval.

b) Az L linearis leképezés, és a jaték megoldasan
az L(M) = 1545 megoldasét értjiik, ahol M az isme-
retlen. Ha ,lényegében” csak az dbrdzolt minta — és
igy a hozza tartoz6 M — az egyetlen megoldas, ak-
kor annak négy elforgatottja is. Eszerint a megolda-
sok halmaza 4 elemdi, igy a nulltér is. A nulltér ele-
mei azokat az N matrixokat tartalmazzak, melyekre
L(N) = Osys5, azaz amely szerinti gombok megnyo-
masa utan visszakapjuk a ldampak eredeti allapotat.
Ezeket megkapjuk, ha az M-et és hdrom tovabbi el-
forgatottjat kivonjuk M-bé&l. De F5-ben nincs kiilénb-
ség Osszeadds és kivonds kozott, igy képezhetjik az
Osszegliket. A négy matrix

A kulonbségeikként kapott négy matrixot inkdbb gra-
fikusan abrazoljuk elhagyva a nullmétrixnak megfe-
lel abrat, amin nincs gombnyomas:

sl

c) Keressiik tehdt azt az L €
melyre Lvec(X) = vec(Y) pontosan akkor all fenn,
ha L(X) = Y, ahol X,Y € F5*°. Ehhez csak an-
nak a grafnak a szomszédsagi matrixat kell felirnunk,
amely graf csdcsai egy 5 x 5-0s négyzetrdcs pont-
jai, élei a vizszintesen vagy fiigg6legesen szomszédos
csticsokat kotik 6ssze, és minden csticsba képzeliink
még egy hurokélet is:

]F%5 %25 matrixot,

1 6 Qll l6 1

2 7 Q12 17 2

3 8 13 18 3

4 9 Ql4 19 4

5 10 15 0 5

Az illeszkedési matrix szamitégépen blokkokbdl
gyorsan Osszerakhato:
M 1000[10000J/00O0O0O0|0O0O0OO|0O0O0O0 O]
11100({01000f(00O0O0O000O00O0O0C|0O0O0O0DO0
01110/00100/00000(00O0O0O0C0OO0O0O0O0
00111/00010/0000O0(00O0O0OO0O(0OO0O0O0O0
00011(00001({00O0O0O0(0OO0O0O0O0(0OO0O0O0O0
1000021 000|/1000O0(00O0O0CO|0OO0O0O0O0
01000(11100(01000O0(00O0O0O00O0O0O0CO0
00100/01110/00100(000O0O000O0O00O0
00010/00111|00010(0000O000O0O00O0
000O01/00011|00001(000O0O0(00O00O0O0
0000O0O(2 00001 1T00O0(10000O0(00O0O0O0
000OO0OO[0OTOOO(21100[{010O0O0(00O0O0O0
L = 000OO0OO0O[OO1TO0O0O(0O1I1T10[{001TO0O0(00O0O0O0
000OO0OO0O[OOO1TO0(0OO0O1T11|{0001O0(00O0O0O0
0000O0/000O0T11|00011(000O0T1(0000O00
000O0O0O(0OOO0OO0O[1 0O0O0O0O1T1TO0O00O0f(10O0O0O0
000O0O0O(OOO0O0O(0OTOOOI1 T10O0(01O000
000O0O0O(0OOO0O0O(0OO1O0O0(0OT11O0(00100
00O0OO0OO0O[OOOOO(OOO1TO0[0OO0T1TT11(00O0T1O0
000O0OO0O[OOOOO(OOOOT11(00011(00O0O0T1
0000O0/00O0O0O0OO0O|0OO0O0OO(100O0O0(1 1000
0000O0/0OOO0O0O0O|0OO0O0OO(0O1TO0O0O0O(1T1100
000O0O0O(OOO0OOO(OOOOO(OO1O0O0(0OT 110
000O0O0O/OOO0O0O(OOOOO(OOOT1TO0(0OO0T1T11
10 0O0OO0OO0j{0OO0OO0O0O0(0O0OO0O0O0[0OO0O0O0T1|0001 1]
E matrix redukalt 1épcsés alakja
[10O0OOO0|0OOO0OOO|OOOOO|OOOOO|OOOO 17
01000(00O0O0OO0O(O0OO0O0OO0O|0OOO0OGO0O|0OO0O0T1O0
00100(000O0O0(0OO0O0OO0O|0OO0OO0OO0O|0OO0O0T11
0001O0(000O0OO0O(O0OOO0O0OO0O|0OOO0OO0O|0OO0O0OTO0
000O0O1{000O0O0(0O0O0OO|0OO0O0O0O0O|0OO0O0O0T1
0000O0|/1000O0(0O0O0OO(0OOOOO|/0OO0O0TIT1
0000O0O|/0100O0C0OO0O0O0OO(OOOOO(OO0O0O0O
0000O0O|/0O010O0(00O0OO(OOOOO(OOO0TT1
000O0OO0O0OO0OO0T1O0(0OOO0O0OO|OOO0OGO|OOO0OO0O0
000O0OO0O|0OO0OO0OT1({00O0O0O0O0|[0OO0O0O0O0O|0OO0O0T11
000O0O0O[0OOO0O0OO|2T00O0O0[0O0OOO(0OOO0OTO0
0000O0|/0O0O0O0O0O0(0O1TO0O0O0(0OO0OO0OO(OOO0TIO
rref(L): 00000[00000[00100/00000[00000
000O0O0O|/0O0O0O0O0O0(0OOO01O0(00O0O0OOO(0OO0O0T1O0
000O0O0|/00O0O0O0(O0OOOO0OT1(00O0O0O0(0OO0O0T10
000O0O0(0OO0OO0O0OO[0OO0OO0OO|T00O0O0)00O0T1T1
000O0O0O(0OOO0OOO|OO0O0OO0OO|0O1TOOO|OOOODO
000O0O0O[0OOOOO|OO0OO0OOO|OO0OTOO(0OO0O0T11
0000O0|/0O0O0O0O0O(0OOOOO(OOO1O0[0OO0O0O00O
000O0O0/00O0O0O(OO0O0O0OO0O(OO0O0O0T1|000T11
000O0O0(0OO0OO0OO(0OOOOO|[0OOO0OO|1IO0O0O0T1
000O0O0/0OO0OO0OO(OOOOOO|0OO0OO0OO0O|0OTO0T10
000O0OO0O|0OO0OO0OO0OOO0OO|0OO0O0OO|0O0T1T1T1
000O0O0O[0OOOOO|OO0OOO0O|OOOOO(OOOOO
[0O0OO0OO0OO0)|0OOO0OO0O0(0OOO0O0OO0)|0O0O0O0O0|0OO0O0O0 O]

E métrixbdl leolvashat6, hogy r(L) = 23, tovédbb4 a
24-dik és 25-dik oszlopédbdl a nulltér két eleme, me-
lyek egyébként megfelelnek a fent dbrazolt harom
nemnulla megoldds koziil az els6 kettének. (E két
oszlop utols6 két eleme 0, az dbrak szerint azonban
az elsd esetben a felsd, a masodik esetben az als6 0
helyett 1 4ll a megoldédsvektorban. Miért?)

d) Az [L|I] métrix egy sordban a jobb oldali rész-
ben egyetlen 1-es szerepel, az ennek megfelel6 gomb
megnyomdsa esetén az L-beli részben 1é6v6 lampak
valtanak allapotot.

Az elemi sormfiveletek koziil a hozzdaddas S; < §;
miivelet azt jelenti, hogy az i-edik sor jobb oldalén je-
161t gombok mellett a j-edik sorban 1-essel jelolt gom-
bokat is megnyomjuk. A maétrix bal felében ezutan is
a gombnyomadsok eredménye ldthaté. A sorcsere csak
annyit tesz, hogy a gombok megnyomadsa utdn a 1dm-
pék allapotdban torténd véltozédsrol az i-edik és j-edik



sorban eddig tarolt informaciét most a masik sorban
taroljuk.

e) Az L rangja és nullitdsa mdr a rref(L)-bdl is 14t-
hat6, eszerint r(L) = 23, null(L) = 2. A rref[L|Is]
matrix utols6 két sordbdl leolvashaté, hogy tsszesen
csak ot olyan oszlop van az I-ben, melyre a feladat
megoldhat6, azaz csak 6t olyan ldmpa van, mely egy-
magéban felkapcsolhat6. Ezeket mutatja a kovetkez6
dbra:

f) Adjuk 6ssze a kapott 25 x 50-es matrix jobb felé-
ben 1év6 oszlopvektorokat. A kapott vektorban az 1-
esek az Osszes lampa felkapcsoldsdhoz megnyoman-
d6 gombokat mutatjdk. Persze az 6sszes megoldas-
hoz jéval egyszertibb megoldani az Lx = 155 egyen-

letrendszert pl. a rref[L|1p5] matrix segitségével.

5.43. Legyen L egy val6s négyzetes matrix, L a hoz-
z4 tartoz6 matrixleképezés, és legyen egy B bézisrol
a standardra bézisra valé attérés matrixa B. Ekkor
L métrixa B-ben B~!LB, L’ matrixa B"'LTB. Mivel
dltaldban

(B~'LB)T =BTLT(B")"! £ B~!L"B,

ezért szinte barmit prébélunk, az j6 lesz. P1. ha

L— Ll) 1] | B={(2e1,e2},

akkor L és L' B-beli matrixai nem transzponéltjai egy-
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b i) )

Kivételt csak a BT = B~! matrixok, azaz az ortogo-

masnak:

nélis matrixok jelentenek.

5.44. Az ATw* leképezés linedris, hisz az
(ATw*)(v) = w*(Av) egyenl8ség jobb oldalan két
linearis leképezés (w* és A) kompozicidja all. Igy
az AT leképezés létezik, W*-bol V*-ba képez, csak
azt kell még belatni, hogy linearis. Legyen v € V,
u*, w* € W*, és ¢ € F. Ekkor

AT(cu* +w*)(v)

(cu™ +w*)(Av)

cu*(Av) + w*(Av)
c(ATu")(v) + (ATW")(v)
(cATu* + ATw*)(v)

fennall minden v-re, igy AT(cu* +w*) = cATu* +
ATw*, azaz AT lineéris leképezés.

5.45. Legyen B = {ey,...,e,}, C = {f1,..., £} Mi-
vel A = [Aeq|...|Ae,] és AT = [ATE| ... |AT; ], az-
az

m n
i AT
Aej = Z”ijfi és A'f] = Zal’-‘kef,
i=1 i=1
ezért
m
3
<fk,Ae]‘> =) i (£, £;) = aj
i=1
T n
* _ * x 0 \ %
<A fk,e]-> = Z“ik <ei,e]> =aj.
i=1

Tehat AT métrixa a duélis bazisokban AT.



