6.1. Az allitdsok mind kozvetlentil kovetkeznek a sa-
jatérték definici6jabol. Nevezetesen
a (A+Dx=Ax+x=Ax+x=(A+1)x,
b) A%x = A(AX) = A(Ax) = AAx = A%x,
c) (A—vD)x=Ax—vx=(A—v)x,
d)  (A+B)x = Ax+ Bx = Ax + ux

=A+u)x,

e) ABx = A(Bx) = Aux = pAx = pAx
= Aux,

f (VA)x = VAXx = vAX
= (VA)x.

g) Ha B invertdlhat6, akkor B-nek a 0 nem lehet sa-
jatértéke, igy pu # 0, tehat u~! létezik. Ha Bx = px,
akkor B~!-gyel és u~1-gyel szorozva

B 'x = ;flx,

6.2. Mind a négy allitds igaz.
6.3. A zérustér nem lehet sajataltér, hisz sajatvektor
csak nemzérus-vektor lehet.

Tetsz6leges A esetén az A = Al matrixnak min-

den nemnulla vektor sajdtvektora, és mas ilyen tu-
lajdonsagt maétrix nincs. Ha ui. minden nemnulla
vektornak A a sajatértéke, akkor A = AI. Ha pe-
dig volna A-nak két kiilonbozé sajétértéke, pl. (A, x)
és (,y) két sajatpér, akkor x + y nem sajatvektor,
ui. A(x+y) = Ay + py = v(x + y) semmilyen v ese-
tén nem 4ll fenn, mivel x és y fiiggetlenek.
6.4. Ha A’x = A?x (x # 0), akkor (A% — A%I)x = 0,
azaz (A + AI)(A — AI)x = 0, igy (A + AI)(A — AI)
szingularis matrix, tehat legaldbb egyikiik szingula-
ris, azaz —A vagy A sajatérték.

Az A2 =1= [(1) (1)] matrixnak sajatparja (1, (1,0),
de az A = [(1) (1)} maétrixnak sem az (1,(1,0), sem a
(—1,(1,0) nem sajatpérja, bar 1 és —1 is sajatértéke.
6.5. Ha x(x) = —x + apx? + a1 x + ag, akkor mivel
(M —2)(A2 = x) (A3 —x) = = + 2% (A1 + Az + A3)

—x(A1Az + ApA3 + A3Aq) + A AR5,

ezért ap = A+ Ay + A3, a1 = —AAy — ApA3 — AgAy
és ag = )\1/\2/\3.

6.6. A ¢) allitds hamis, a tobbi igaz.

Ha A ~ B, akkor karakterisztikus polinomjaik és igy
sajatértékeik is megegyeznek, azaz xa (x) = xp(x) és
a {A1,A2, A3} halmaz egyenld a {1, o, i3} halmaz-
zal. gy az a), b) és ¢) igaz, hisz

det(A) = )\1/\2/\3 = W1M2U3 = det(B),
tI'(A) = MAxA3 = HiMoU3 = tr(B),
xa(B) = xp(B) = O.
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Az is igaz tovabba, hogy a sajatértékek barmely szim-
metrikus fliggvénye is azonos a két matrixra. d) Az

f(x1,x0,x3) = x1x2 + xpx3 + X3X1

fuggvény szimmetrikus, hisz ha a valtozokat vala-
mely permutécidjukra cseréljik, a fliggvény nem val-
tozik. Mivel (u1, pa, p3) a (A1, A2, A3) egy permutdci-
Oja, ezért

MA2 +A2A3 + A3Ay = papa + paps + paph-
e) Ugyanakkor az

flx1,%2,%3) = x%xz + x%xg + x%xl,

fuggvény nem szimmetrikus, mert példaul az x, és
x3 cseréje esetén f(x1,x3,x2) # f(x1,x2,x3), ui.

X%X3 + x%xz + x%xl #* x%xz + X%X3 + x%xl.

Tehét ez az 4llitds nem igaz.
6.7. A A karakterisztikus polinomja
3—A 6 1

A-AIl=]| 1
1 6

= 2% + 1412 —44) + 40.

xa(A)

A lehetséges raciondlis gyokok a raciondlisgyok-teszt
szerint +1, +2, +4, 45, +8, £10, £20, +40. (Az nem
biztos, hogy e polinomnak egyéltalan van racionalis
gyoke, de ha van, akkor az egész szam.) Jobb hijan
haladjunk sorban a lehetséges raciondlis gyokokon.
Az 1 nem gyok, ui. a

| -1 14 —44 40
1]-1 13 =31 9

tablazat szerint p(1) = 9. Nem gyok a —1 sem:

| -1 14 —44 40
-1]-1 15 -59 99

A 2 gyok, ui.

| -1 14 —44 40
2] -1 12 —20 0

E tdblazatbol a (A — 2)-vel val6 osztds hanyadosa is
leolvashato:

xa(A) = (A —2) (=A% +12A — 20).

A masodfokd polinom gytkei mar prébalkozas nél-
kil a megoldéképlettel adédnak, 2 és 10. A A sajat-
értékei tehat /\1/2 = 2, /\3 =10.
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6.8. A xa(A) = det(A — AI) karakterisztikus poli-
nom alakja — A3+ apA? + a4 A + ap. Az A f6minorai:

6 1

1 8 1| =40,

1 6 3

3 6 31 8 1

1 8_18’1 3_8’6 3_18'
3,8 3

Az A determindnsa a karakterisztikus polinom kons-
tans tagja, igy ag = 40. A 2 x 2-es féminorok 6sszege
—A egyiitthatéja: a7 = —(18 +8+18) = —44. Az
1 x 1-es féminorok, azaz a f6atlébeli elemek Gsszege
a A? egyiitthat6ja, igy ap = 3+ 8 +3 = 14. Tehat
Xa(A) = —A3 + 1477 — 447 + 40.

6.9. a) A [13] matrix karakterisztikus polinom-
ja x(A) = A% — 5\ +4, sajatparjai (4,(1,1)) és
(1,(—2,1)), azaz mindkét sajétaltér 1 dimenziés, me-
lyet a megadott sajatvektor feszit ki. Van két fiig-
getlen sajatvektor, hisz a kiilonb6z6 sajatértékekhez
tartozo sajatvektorok fiiggetlenek.

b) x(A) = =A% +5A% 4 6\, a matrix sa-
jatparjai (6,(1,4,1)), (0,(1,-2,1)), (-1,(-5,1,2)),
a sajétalterek tehédt span((1,4,1)), span((1,—2,1)),
span((—5,1,2)).

) x(A) = =A% — A2 + A + 1, a matrix sajatérté-
kei Ay = 1, Ay3 = —1, azaz a —1 kétszeres algeb-
rai multiplicitdst sajatérték. Sajatparjai (1, (—1,2,0)),
(-1,(1,-2,1)), azaz a —1 geometriai multiplicitdsa
csak 1, igy legfoljebb csak két fliggetlen sajatvektor
konstrudlhat6, mig a matrix rendje 3.

d) x(\) = A2 — A —2, a sajatparok (2,(1,1)),
(—1,(=2,1)).

e) x(A\) = A% +8)A +20, a sajatértékek komp-
lex szamok, a sajatparok a komplex sajatvektorokkal
(—4+2i,(-2-2i,1)), (—4—2i,(—-2+2i,1)).

f) A karakterisztikus polinom gyoktényez&s alak-
ban azonnal leolvashaté a matrixrél, mivel az al-
s6haromszog-matrix, igy x(A) = (2 — A)2(1 — A)?,
a sajatértékek Ajp = 2, Azy = 1. A sajat-
parok (2,(0,0,1,0)), (2,(0,0,0,1)), (1,(0,—1,0,1)),
azaz a sajatalterek span((0,0,1,0),(0,0,0,1)) és
span((0,—1,0,1)). Eszerint a 2 algebrai és geometri-
ai multiplicitdsa is 2, mig az 1 algebrai multiplicitasa
2, de a geometriai csak 1, igy nincs négy fliggetlen
sajétvektor az R* térben.

6.10. a) A karakterisztikus polinom gyoktényez&s
alakja azonnal leolvashat6 a métrixrél, mivel az fels6-
haromszog-matrix, igy x(A) = (1—A)2(2—A). A2
algebrai multiplicitdsa 1, igy geometriai multiplicita-
sa is sziikségképpen 1. Az 1 algebrai multiplicitdsa 2,
azonban a geometriai multiplicitishoz meg kell hata-
roznunk sajataltere dimenziéjat, mert az lehet 1 vagy

2 is. A A = 1-hez tartoz¢6 sajataltér:

0 3 2
rref(A—I)=rref [0 1 3| = |:8 é (1):|
0 0 0

ami alapjan N (A — I) dsszes vektora

X1 t 1
xp| = [0] = [O]¢t.
X3 0 0

A A = 1-hez tartozé sajataltér tehat span((1,0,0)),
igy a geometriai multiplicitasa 1.
b) Az A karakterisztikus polinomja

0—A 1 1
xA)=|A-All=| 1 0-A 1
1 1 0-A

=-A 43142

A raciondlisgyok-teszt szerint sz6ba johet6 raciondlis
gyokok £1, +2. Egyszer(i behelyettesités a Horner-
moédszerrel mutatja, hogy a —1 gyok, s6t kétszeres
multiplicitdst, és a harmadik gyok 2:

-1 0 3 2
-1|1-1 1 2 0
-11-1 2 0

21 -1 0

Tehat a sajatértékek Ajp = —1 és A3 = 2. A 2 egysze-
res algebrai, igy egyszeres geometriai multiplicitasa.

Elég tehat csak a A = —1-hez tartoz6 sajatalteret meg-
hatdrozni.
1 1
rref(A — (—1)1) = rref |1 1] = [1 1 1]
1 1

ami alapjéan a sajataltér, azaz az N'(A + 1) vektorai

xq —s—t -1 -1
Xy | = S = 1(s+ 0]t
X3 t 0 1

A A = —1-hez tartoz6 span((—1,1,0),(-1,0,1)) sa-
jataltér 2 dimenzids, igy a —1 algebrai és geometriai
multiplicitdsa is 2.

¢) A karakterisztikus polinomrél kénnyen észreve-
hetjiik, hogy egy kéttagt 6sszeg kobe, ui.

6—A -1 -3
xA)=]-1 5-1 2
2 -1 1=
=A%+ 1242 — 48\ + 64
=(4-A)>,

igy mindharom sajatérték 4. A sajataltér dimenzidja-
nak meghatarozasdhoz redukalt 1épcs6s alakra hoz-
zuk az A — 41 maétrixot:

2 -1 -3
rref(A—4I) =rref (-1 1 2| = Ll) (1) _ﬂ,
2 -1 -3



azaz a megoldas egyparaméteres, igy a sajataltér egy-

dimenziés. (Csak a teljesség kedvéért, a sajataltér
vektorai

X t 1

y| = |-t =|-1]|t

z t 1

alakuak, azaz a sajataltér span((1,—1,1)).)
d) A karakterisztikus polinom és igy a sajétértékek
azonosak az el6z6 feladatbelivel, ui.

2-A -3 2
10-A —4
4 6 —-A

=A%+ 122 — 481 464 = (4— 1),

azaz mindharom sajatérték 4. A sajataltér dimenzi-
6janak meghatdrozasdhoz 1épcs6s alakra hozzuk az
A — 41 métrixot (hozhatnank redukalt 1épcs6s alakra
is, de az egyszertiség kedvéért csak egészekkel sza-
molunk):

-2 =3 2
rref(A—4I) =rref | 4 6 —4| = [2 3 —2i| ,
4 6 —4

amibdl 14that6, hogy a sajataltér a 2x +-3y —2z = 0
egyenlet(i sik, ami 2 dimenziés, igy a 4 geometriai
multiplicitdsa 2. (Nem volt kérdés, csak a teljesség
kedvéért megadjuk a sajatalteret explicit médon is.
Az 2x + 3y — 2z = 0 egyenlet megoldasa a z = ¢,
y = 2s paramétervalasztdssal

—3s+t -3 1
2s = 21 s+ |0 ¢,
t 0 1

igy a sajataltér span((—3,2,0),(1,0,1)), ami valéban
2 dimenzids.)

e) A karakterisztikus polinom gyoktényezs alak-
ja leolvashat6 a matrixrél, mivel az fels6hdromszog-
matrix:

X(A) = (1= (=2-A)%%

Ennek gyokei a sajatértékek: Ajp = 1 és Azy = —2.
Mindkett6 algebrai multiplicitdsa 2. Mivel

s 5 oo [ooo

rref(A — I) = rref =({0 10 0f,
1 0 -3 0 0010
3 0 30

ezért N'(A — 1), azaz a sajataltér sszes vektora

- O O O
— O O O
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alaki. A A = 1 sajatértékhez tartoz6 sajataltér tehat
span((0,0,0,1)), igy geometriai multiplicitdsa 1. Mi-
vel

3 0 0 O
4 0 0 O
rref(A — (—2)I) = rref(A + 2I) = rref 100 0
3 0 3 3
100 0
00 1 1|’
ezért N'(A + 2I) vektorai
0 0 0
s| |1 54 0 ;
—t| |0 -1
t 0 1
alaktak. A A = —2 sajatértékhez tartoz6 sajataltér te-

hat span((0,0,—-1,1),(0,1,0,0)), igy a —2 geometriai
multiplicitasa 2.

6.11. Az I — A maétrix pontosan akkor invertdlhato,
ha a 0 nem sajétértéke, azaz nincs olyan x # 0 vektor,
melyre (I — A)x = 0x = 0, azaz ha nincs olyan x # 0,
melyre Ax = x. Ez azzal ekvivalens, hogy A-nak az
1 nem sajatértéke.

6.12. a) Van, pl. egy forgatématrix, ha a forgatas szo-
ge nem tobbszorose rr-nek. b) Nincs, mivel a karakte-
risztikus polinom valés egytitthatés harmadfok po-
linom, melynek mindig van valds gyoke. c) Van, pl.
az a blokkmatrix, melynek mindkét 2 x 2-es blokk-
ja egy forgatomatrix. A forgatas szoge egyik esetben
sem tobbszorose m-nek. d) Nincs, paratlan fokd va-
l6segytitthat6és polinomnak mindig van val6s gyoke.

6.13. Mivel A2 = I3, ezért ANB = A,
igy elég csak az A sajatparjait meghatdrozni:
(-1,(-1,1,0)), (1,(—4,3,0)), (1,(-2,0,3)), a két sa-
jataltér span((—1,1,0)), span((—4,3,0),(—2,0,3)).

B karakterisztikus polinomja x(x) = x* — 3x — 4,
igy a sajatértékek x; = 4, x, = —1, a sajatpa-
rok (4,(2,3)), (—1,(—1,1)). Ebb&l B!V sajatparjai
(419,(2,3)) = (1048576, (2,3)), (1,(—1,1)).

6.14. a) Legyen p(x) = ax3 + bx? + cx + d, ekkor
p"(x) = 6ax +2b,igy a p”(x) = Ap(x), azaz a

6ax +2b = A(ax® + bx® + cx +d)

egyenletnek csak A = 0 esetén van megoldasa, és ek-
kor a = b = 0. Tehat a sajataltér a legfeljebb els6foku
polinomokbél all, vagyis P, vagy masként kifejezve
span(x,1). A feladat megoldhaté6 tgy is, hogy felir-
juk a leképezés {x3,x2,x,1} bazisra vonatkozé mét-
rixat. Az (a,b,c,d) — (0,0,6a,2b) leképezés matrixa
e leképezésbeli vektorokkal

0 0 0 Of |a 0
000 of[b] |0
6 0 0 0] |c| |6a
0 2 0 0] |d 2b
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E matrix sajatparjai (0, (0,0,1,0)), (0,(0,0,0,1)), ami
megfelel az el6z6leg kapott eredménynek.

b) p(x) = 1120223(2022 + u2021x2021 + ...+ ax+
ap, xp’(x) = 20221120223(2022 + 2021{12021 x2021 + ...+
2a,x% + ayx. Az egyiitthatok vektoran e leképezést és
a A-szorost Osszevetve

[a2022] 202242027 ] [a2022]
a2021 2021az021 a2021
— =A
an 2112 an
a a a
L a0 | L 0 L a0 |

Innen e leképezés matrixa diag(2022,2021,...,1,0),
igy a sajatparok az egyiitthatévektorok terén (k,ey),
a polinomok terén (k, xk), aholk=0,1,...,2022.

o) p(x) = ax® +bx? +cx+d, p(x) = 6ax +2b,
igy az (x2 +1)p" (x) = Ap(x), azaz a

6ax> + 2bx? 4 6ax 4 2b = A(ax® 4 bx® + cx + d)

egyenletnek csak A = 6, A =2 és A = 0 esetén létezik
megolddsa. A = 6 esetén a sajataltér span(x> + x),
A = 2 esetén span(x? + 1), A = 0 esetén barmely leg-
feljebb els6foku polinom sajétvektor, azaz a sajataltér
span(x,1). A feladat megoldhaté6 tgy is, hogy felir-
juk a leképezés {x3,x2,x,1} bazisra vonatkozé matri-
xat. Az (a,b,c,d) — (6a,2b,6a,2b) leképezés matrixa
e leképezésbeli vektorokkal

6 0 0 0] [a 6a
0 2 0 0| [b| |20
6 0 0 0| [c|  |6a
0 2 0 0] |4 2b

E matrix sajatparjai (6,(1,0,1,0)), (2,(0,1,0,1)),
(0,(0,0,1,0)), (0,(0,0,0,1)), ami megfelel az el6z6-
leg kapott eredménynek.

d) Az (ax®+bx? +cx +d) : (x? + 1) osztés hénya-
dosa ax + b, maradéka (c —a)x + (d — b). Az egyiitt-
hatévektorokon a leképezést és a A-szorost Gsszevet-

a 0 a

b . 0 | _ A b

c c—a c

d d—b d
Az egyenl6ség A = Oeseténac—a =0,d—b =0
feltételeket teljesité polinomokra all, azaz a 0-hoz tar-
toz6 sajatalteret az x3 + x és az x> + 1 polinomok fe-
szitik ki, mig A = 1 esetén a sajataltér a legfeljebb
els6fokt polinomokbél all, mely teret az x és az 1 po-
linomok feszitik ki. Ugyanerre az eredményre jutunk
a leképezés

0 0 0 O
0 0 0 0
-1 01 0
0 -1 0 1

matrixanak sajatértékeit és sajataltereit kiszdmolva.

e) E leképezés nem linedris, hisz a zéruspolinom
képe nem a zéruspolinom, igy a kérdés értelmetlen.

6.15. A karakterisztikus polinomot megadé

1—x 0 0 -1
det(A —xI) = 8 17; 72 8
1 0 0 1—x

determinansbodl csak két kigy6 valaszthaté ki, ezek
determinénsai (1 — x)3(—x) (a f64tlébeli elemek szor-
zata), és —(—1)(1 —x)(—x)(1) = (1 — x)(—x), ui. ezt
a kigy6t egy sorcserével tudjuk diagonalis alakra hoz-
ni, ezért az elemek szorzatat 1-gyel meg kell szorozni.
E két determindns Osszege

xa(x) = (1=2)°(=x) + (1 —x)(—x)
(1—x)(~0)[(1—x)*+1]
( )(—x)(x2—2x+2)
x* =323 +4x% — 2x.

1—x
1—x

Gyokei és igy sajatértékei: 0, 1, 1 £i. Ezek koziil
Q-ba és R-be csak ketts esik. A matrix harmadik so-
ra zérussor, ezért a determinans 0, a nyom pedig 3.
A karakterisztikus polinomban valéban 0 a konstans
tag és x3 egyiitthatéja valdban —3 = (—1)*13. Végiil
ellenérzésképpen a négy gyok Osszege és szorzata:

tr(A)

041+ (1+i)+(1—1) =3
1-i det(A).

0-1-(1+i)-(1-i)=0

xB(x) kiszamitasdhoz két részdeterminans értékét
kell 6sszeszoroznunk, ahonnan a gytktényezés alak
is konnyen szdmolhato:

1-x 0 0 0 0
0 —x —-1] 0 0
xp(x)=1] 0 1 —x 0 0
0 0 0 |2-x -1
0 0 0 1 —1-x

=(1-x)*F+1)(x*—x—1)
o () ()

=+t %1

A sajatértékek: 1 € Q, # € R, +i € C. det(B) =
—1 (a polinom konstans tagja), tr(B) = (—1)5"12 =2
(az x* egytitthat6ja), és a sajatértékek szorzata és
Osszege is ezt mutatja:

1.1.(_1).1+2\6. 1_2\/5

1+v5 1-+5
2 T

= —1 = det(B),

T+i—i+ =2 = tr(B).



6.16. a) Az A

ro 13 1/3 1/3 0 0 0 07

/3 0 13 13 0 0 0 O

/2 12 0 0 0O 0 O O

A o 0 0 0O O O o0 O

0 14 0 0 0 1/4 1/4 1/4

o o0 O o0 13 0 1/3 1/3

/6 0 1/6 1/6 1/6 1/6 0 1/6
L0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 0 |

b) Mivel M konstrukci6jabél kovetkezik, hogy
minden sordban 1 az elemek Osszege, igy az 1 vektor
(jobb) sajatvektor, mely a A = 1 sajatértékhez tarto-
zik. A feladatban leirt ,,weben sz6rfol6” modell sze-
rint egy dokumentumnak annél nagyobb a rangja mi-
nél gyakrabban jar arra a szorf6l6. Ha x; annak va-
16szintiségét jeloli, hogy milyen valészintiséggel van
a szorfol6 egy adott pillanatban a graf i-edik csticsa-
ban, akkor az

n—1
Yi= Y. Xm;j
i=0

Osszeg (a teljes valoszintiség tétele szerint) annak va-
16szintiségét adja, hogy a szorfol6 milyen valdszinfi-
séggel lesz a kovetkez6 1épésben a j-edik cstcsban.
Ez az y; Osszeg épp az x"M vektor j-edik koordin4té-
ja, és az y vektor is val6szintiségeloszlds, ui.

Zmeu Z%,Zmu

j=0 i=0 i=

n—1
L Y= Z %=1
j=0
Azt tudjuk, hogy az 1 sajatérték, igy tartozik hozza
bal sajatvektor is, melyre x'M = x'. Ha ennek az x
vektornak minden koordindtdja pozitiv (ezt a 10. fe-
jezetben bizonyitani fogjuk), akkor megvalaszthatd
ugy, hogy koordinatdinak 6sszege 1 legyen, igy x va-
l6szintiségeloszlds, és azt fejezi ki, hogy a szorfols
minden 1épés utan valtozatlanul az x eloszlas szerin-
ti eséllyel lesz a graf valamely pontjaban. Eszerint
megtaldltuk azt az eloszlast, mely egytuttal megadja
a dokumentumok rangjat is. Az i-edik dokumentum
eldbb van a rangsorban mint a j-edik, ha x; > x;.
c)AzM =
szamokkal kozelitett elemekkel a d = 0.15 paraméter-
vélasztéssal:

(1—d)A +d 15, métrix lebegdpontos

0.019 0.302 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019
0.302 0.019 0.302 0.302 0.019 0.019 0.019 0.019
0.444 0.444 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019 0.019
0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
0.019 0.231 0.019 0.019 0.019 0.231 0.231 0.231
0.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.019 0.302 0.302
0.160 0.019 0.160 0.160 0.160 0.160 0.019 0.160
0.019 0.019 0.019 0.019 0.302 0.302 0.302 0.019

E maétrix 1-hez tartozé bal sajatvektora

= (0.151,0.157,0.137,0.137,0.106,0.100, 0.112,0.100).

Eszerint a dokumentumok sorrendje 1, 0, 2 & 3, 6, 4,
5&7.
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6.17. x(x) = —x° +2x* 4 3x% + 4x2 4 5x + 6 mindkét
matrix karakterisztikus polinomja.

6.18. Szimmetrikus mdtrix minden sajatértéke valos,
ferdén szimmetrikusé tiszta imagindrius, nilpotensé
0, ortogondlisé 1 abszolut értékf.

6.19. Az els6 matrix ferdén szimmetrikus, igy sajat-
értékei tiszta imagindrius szdmok. Val6ban, x(A) =
—A% — 3], sajatértékei A; = 0, Ap3 = ++/3i. (Mivel
0 = 0i, a 0 tiszta imagindrius szdm is.) A hozzdjuk
tartozoé sajatvektorok

14 V3,

1 7:‘271

x1= [1|, xo3 = %igi
1 1

A masodik matrix oszlopvektorai paronként me-
réleges egységvektorok, tehat a matrix ortogondlis:

2 1 2
1
3 1 2 -2
-2 2 1
x(A) = =A% + %/\2 - %/\ + 1, gyokei a sajatértékek:

A =1, Az = } + 22§ (Ezek abszoliit értéke latha-
téan 1.) A hozzajuk tartozé sajatvektorok

1 F 5l
x1 = |1|, xp3= i%i
0 1

%oz

Mindkét el6z6 matrixnal elég az egyik komplex sajat-
értékhez kiszdmolni a sajatvektort, a masik sajatpér
annak konjugéltja.

A harmadik maétrix nilpotens, ugyanis A% = O,
igy ebb6l azonnal adédik, hogy x(A) = —A3. (Ter-
mészetesen az det(A — AI) kiszamolasaval is ezt kap-
juk) A 0 geometriai multiplicitdsa 2, két fliggetlen
sajatvektor lehet pl. x; = (—2,1,0) és x = (3,0,1).

Mivel a negyedik matrix szimmetrikus, sajatérté-
kei valésak. Valéban, x(A) = A* — 1242 — 164, sajét-
értékei 0, —2, —2, 4, a hozzajuk tartozo6 sajatalterek

A =0 span((—-1,1-1,1)),
Ayz = =2 span((—1,0,1,0),(0,-1,0,1)),
Ny =4 span((1,1,1,1)).

Az utols6 matrix ferdén szimmetrikus, x(A) =
M+ 4A% +4, Ay = V2i, A3y = —V/2i. Sajétparok:
(V2i, (—1,-+/2i,1,0)), (v/2i,(—+/2i,1,0,1)), a masik
két sajatpér ezek elemenkénti konjugaltja.

6.20. Ha (A, x) sajatpar, akkor

Ax = Ax ~ Ax —vIx = Ax —vx
~ (A=vI)x = (A —v)x
~ (A—vD)"Ix=(A
tehat ((A —v)~1,x) az (A — vI)~! matrix sajatparja.
Kihasznaltuk, hogy A # v, igy létezik (A —v)~1, és
v ¢ o(A), igy az A — vl métrixnak a 0 nem sajatérté-
ke, igy invertalhato.

—v)"Ix,
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Forditva, ha ((A —v)~1,x) az (A — vI)~! sajatpér-

ja, akkor

(A—vD)x=(A—v)x ~ Ax—vx=Ax—vx

~ Ax = Ax,
tehat (A, x) az A sajétparja.
6.21. Hasznéljuk a 6.38. tételt, mely szerint yxy =
Xyx, ha X és Y azonos tipust négyzetes matrixok.
Ekkor

XABC = XA(BC) = X(BC)A = XBCA-

A maésodik allitast igazolé példaként legyen

1 0 0 1 0 0
A{o 0}’3[0 11" h 1}'
11 0 0
ABC—[O 0 , CBA = 0 O}'
igy xaBc(¥) = x* —x, xcpa(¥) = 2%
6.22. A 4.37. tételt alkalmazva
A —xI B
xM(x>—|M—x1—‘ o bou
= |A —xI||D — «I|
= xa(¥)xp(x),

ami igazolja az 4llit4st is.
6.23. Ha A minden sorosszege c, akkor Al = c1, az-
az a (c,l) sajatpéar. Ekkor A 11 = %1, azaz az A1
minden sordban % a sorosszeg. E gondolatmenetet
megismételve az oszlopdsszegekre és a (1,¢) bal sa-
jatpérra, kapjuk hogy A~ is biivos négyzet.
6.24. Ha A — I nem invertalhat6, akkor az Ax = x
egyenletnek van nemtrividlis megoldésa, azaz A = 1
egy sajatérték. De A ferdén szimmetrikus, igy min-
den sajétértéke imagindrius, tehdt az 1 nincs koztiik.
Legyen Q = (A —I)"'(A +1). Definici6 szerint
Q ortogonalis, ha Q1 = Q7 azaz ha QQT =1 (Id.

P

a 6.33. tételt és a megel6z6 megjegyzést). Ekkor

QQ'=(A-D ' A+D(A-D) " (A+D)T
=A-D ' A+DAT+I)(AT-1)!
=A-D)""A+D(-A+D)(-A-1)!
= (-DI-A) T I-A)(I+A)(-1)(A+D)!

=(-1)(-NI=1
Kozben kihasznaltuk, hogy
(A+D)(I-A)=(I-A)(A+T1),

hisz mindketts egyenl6 I? — A2-tel.
Megjegyezziik, hogy ha (A, x) az A egy sajatparja,
tehat A tiszta imaginarius, akkor

Qx=(A-I)'(A+Dx=—"x

és Hi‘—?\\ = 1. Erre is épithetd bizonyitds, de ahhoz

e matrixok unitér diagonalizdlhat6sdgara is sziikség
van (Id. a 8. fejezetet).

6.25. A matrix plusz didd determinanséar6l szol6
4.40. tétel szerint invertdlhaté A madtrixra

det(A 4+ uv') = det(A)(1+v A lu).

Ezt felhasznélva az A + x;v' karakterisztikus poli-
nomja
x(A) = det(A + xv! — AI) = det(A — AL+ x;v')
= det(A — AI)(1+ v (A —AI)"Ix;)

Ha a Ay, sajatértéket v-re akarjuk cserélni az A-hoz
egy didd hozzdadasaval és a tobbi sajatérték megtar-
tasa mellett, akkor olyan v vektort kerestink, melyre
M +VIx = v, azaz vIx, = va =v— A Errepl.a

vektor megfelel.

6.26. Legyen A az A € C"*" egy sajatértéke, és le-
gyen V a A-hoz tartoz6 sajataltér. Ha x € V tetszole-
ges nemnulla vektor, akkor

Ax = Ax szorozzuk B-vel
BAx = ABx A és B felcserélhetd
ABx = ABx.

Ha Bx = 0 kész vagyunk, mert (0,x) a B egy sajat-
pérja, tehdt x kozos sajatvektor. Ha nem, vegyiik a
Vegy B = {x1,x,...,xn} bazisit, legyen Te, 5 a
standard bazisra val6 attérés matrixa, és legyen B az
B : x — Bx matrixleképezés V-re valé megszoritasa-
nak matrixa a B béazisban. Ez egy m x m-es matrix,
hisz dimV = m és B a V teret 6nmagéba képzi. Esze-
rint tetsz6leges x € V vektor B-beli xp koordinatas
alakjara

BTE%BXB = Tg%B]ASXB, azaz BTSHB = Tgegﬁ.

Legyen ezutdn xz a B matrix egy tetsz&leges sajat-
vektora, ekkor x a B sajatvektora, tehat x az A-nak és
B-nek is sajatvektora.

Az 4llitas val6s matrixokra valds sajatértékekkel és
val6s sajatvektorokkal nem igaz, hisz semmi nem ga-
rantalja, hogy akdr A-nak, akar B-nak létezzék valos
sajdtvektora. Példdul ha F € R?*? forgatomatrix,

I O F O

(ONN |

F O

A= O F

, B= , AB = BA =

7




akkor A minden val6s sajétvektora az xy sikban van,
mig B minden sajatvektora a zw sikban, tehat nincs
kozos valos sajatvektoruk.

6.27. Mivel valds elemti matrix komplex gyokei pa-
roséval egymads konjugéltjai, ezért ha egy Gersgorin-
kor diszjunkt a tobbit6l, abban csak egy valds sajatér-
ték lehet. A B matrix sorok szerinti Gersgorin-korei
azt mutatjak, hogy az 1-kdzepii 1-sugara korben egy
val6s sajatérték van. Mivel a mdsik két kor metszi
egymdst, ezért a masik két sajatérték még lehetne
nem valés. Az oszlopok szerinti 9-k6zepti 1-sugart
Geschgorin-kor viszont egy tjabb valos sajatértéket
garantal, igy a harmadik is sziikségképpen az. Ezt
mutatja a sorok és oszlopok szerinti halmazok met-
szete is. A sajatértékek a [0,2], [3,7] és [8,10] inter-
vallumokba esnek (Id. az aldbbi abran).

K

X

A mésodik matrix egy Gersgorin-kore diszjunkt a

tobbitdl, igy legaldbb egy, de akkor legalabb két va-
16s sajatértéke van, mivel a komplexek szdma paros.
Val6ban, a sajatértékek: 7,2, 1 £ 2i.
6.28. Az A matrix soronként domindns f64tl6ji, ha
barmely foatlébeli elemére [a;;| > ) |a;;|. Ez épp
azt jelenti, hogy A minden Gersgorin-korének kozép-
pontja messzebb van az origétél, mint amekkora a
sugara, azaz a 0 szdm egyik Gersgorin-korben sincs
benne, tehédt a 0 nem sajatérték, igy A invertalhato.

6.29. a) Ha D = diag(dy,dy, . ..,dy,), ahol

A =1, dy ble---bk—ll
C1C2 .. .Ck—q
akkor egyszerti beszorzas igazolja, hogy

T=DTD!

aq vV b1c1
vV b161 an vV b2C2

= Vbicr a3

. Vbu—16n—1
vV by_1c4—1 an

Mivel T szimmetrikus ezért sajatértékei valésok, és
T ~ T, ezért ezek egyuttal T sajatértékei is.
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b) Ha A a T egy sajatértéke, akkor T — Al is a fel-
adatban kikotott tulajdonsagokkal rendelkezd tridia-
gonalis Jacobi-matrix. Els6 sorat és utolsé oszlopat
elhagyva a

_C1 az — A bz 1
Co a— A -
bn—2

e — A

L Cn—1

fels6haromszog-matrixot kapjuk, melynek f6atlobeli
elemei ¢1, cp,..., ¢;—1 nem nulldk, mivel b;c; > 0.
Igy e matrix rangja n — 1, azaz r(T — AI) > n— 1.
Masrészt (T — AI) < n— 1, mivel A sajatérték. Igy
r(T — AI) = n—1, tehat A geometriai multiplicita-
sa 1. (A kovetkezd fejezetek diagonalizélhatosagra
vonatkozé eredményeibdl kovetkezik, hogy mivel T
szimmetrikus, ezért diagonalizélhat6, igy T ~ T mi-
att T is diagonalizalhato, igy sajatértékeinek algebrai
és geometriai multiplicitdsai azonosak, tehat A algeb-
rai multiplicitasa is 1. A kovetkez6kben ezek felhasz-
nélasa nélkiil adunk egy bizonyitast.)

Elég megmutatnunk, hogy ha egy szimmetrikus S
matrixnak A; egy egyszeres geometriai multiplicita-
sa sajatértéke, akkor algebrai multiplicitdsa is 1. Le-
gyen (A1, x1) sajatpar, ahol x; egységvektor. Legyen
a span(x;)* tér egy ortonormalt bazisa {xp,...,Xu}.
Ekkor a Q = [xq|xa|...|x,] métrixra QTQ = 1, azaz
Q! = Q. Mivel Sx; = Axy, ezért SQ = Q“; ‘;(T]
S szimmetrikus, igy

MooVl T ToT TeO\T
0 X =Q'SQ=0Q'S'Q=(Q'SQ)
_ Al VTT_ )\1 OT

Tlo x| v XY

. . . T
azaz v = 0 és X szimmetrikus. Az H)l (;(]

karakterisztikus polinomja (A; — A) det(X — AL, 1),
és a hasonlésag miatt ez megegyezik S karakteriszti-
kus polinomjaval. Tegyiik fel, hogy (A1,y) sajatparja
X-nek, azaz Xy = Ayy. Ekkor

s(ofs]) e [v X[l -elm] =2l

azaz (Al,Q[g]) sajatpdrja S-nek, de ez ellentmon-

matrix

0
y

[ E—

dés, mivel

Q M — Balxal .- ] m # span(xy).

Ezzel igazoltuk, hogy A; algebrai multiplicitasa is 1.

6.30. ) Hamis, fliggetleneknek is kell lennitik.
b) Igaz. ¢) Hamis, az FF testbe is kell esnie mindegyik
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sajatértéknek. d) Hamis, az is sziikséges, hogy az al-
gebrai és geometriai multiplicitisok megegyezzenek.
e) A kérdés igy értelmetlen, de az az 4llitds igaz, hogy
A pontosan akkor diagonalizalhaté6 minden bdzis-
ban, ha A = cI,;, ahol ¢ € [F”.

6.31. a), b), c) mindegyike igaz, d) hamis, ugyanis egy
sajataltér egy vektora tobbféleképp is el6allhat e sajat-
altér vektorainak linedris kombindacidjaként. A d) al-
litds gy javithat6, hogy ,V minden vektora egyér-
telmfien el6all az L minden egyes sajatalterébdl vett
egy-egy sajatvektoranak osszegeként”.

6.32. a) Igaz. b) Hamis. Az ugyan igaz, hogy minden
val6s diagonalizdlhaté A matrix el6all

n
A= Z )\ix,-y;-r
i=1

alakban, ahol az x; vektor a A;-hez tartozo jobb sajat-
vektor, y; pedig a hozzd tartozé bal sajatvektor, de
sem az nem igaz, hogy ez a felbontds egyértelmii
lenne, sem az, hogy az x; és y; vektorok szabadon
megvdlaszthatdak a A;-hez tartozé sajatvektorok ko-
ziil. Haaz A = CAC™! sajatfelbontasban az x; vekto-
rok a C matrix oszlopvektorai, akkor az y] vektorok
a C~! matrix sorvektorai kell hogy legyenek.

6.33. a) A 30°-0s forgatasnak nincs valds sajatértéke,
de komplex sajatértékei egymads konjugiéltjai, igy kii-
16nboz6éek, tehat R f6lott nem, de C folott diagonali-
zélhat6. b) Az egyenesre val6 tiikrozésnek két kiilon-
bo6z6 sajatértéke van, igy diagonalizélhato, diagonalis
alakja diag(1, —1). ¢) Az egyenesre val6 vetitésnek is
két kiilonboz6 sajatértéke van, igy diagonalizalhato,
diagonalis alakja diag(1,0).

6.34. a) A p(x) — p"(x) (p € Py) leképezés nem dia-
gonalizalhat6, mert az egyetlen sajatértékének algeb-
rai multiplicitdsa 4, a geometriai 2.

b) A p(x) — xp'(x) (p € Panoz) leképezés matrixa
az {x?22, ..., x2,x,1} bazisban diagonélis, igy diago-
nalizédlhato.

o A p(x) = (*+1)p"(x) (p € Py) leképe-
zés minden sajatértékének megegyezik az algebrai és
geometriai multiplicitdsa, diagonalizlhat6, diagona-
lis alakja diag(6,2,0,0).

d) Diagonalis alakja diag(1,1,0,0).

6.35. @) x(x) = x> —4x — 5,

R

Qo=
WI—=WIN
| FE—

Il
€)1}
| —
_
_
—
Q=

WIN
[t
|
—
| —— |
|
- N
—_
|
Q=
Q=
[

Il
a1
| —

[SSEEIeN oy
WINWIN
1
I
—

|
WI—WIN
|
QRWIN
1

b) Nem diagonalizalhaté, mert a A = 1 algebrai
multiplicitdsa 2, de a geometriai csak 1.
c) A sajatértékek leolvashatok a matrix f6atl6jabol,

mivel als6hdromszog-matrix.

100 20 0] [t 0o0][-2 00
330/=|310{|030[| 310
303 301[{003/| 301
[—2 [0 0

= | 3| [-3oo0+3[1|[310[+3]0][3 01]
3 0 1
100 000 000

=|-3 00[+3|3 1 0/+3[0 00

-3 00 000 301

d) Mivel e matrix az a) feladatbeli és a —I matri-
xokbdl all6 blokkdiagondlis métrix, ezért minden fej-
ben is szamolhato:

14 0 0
23 0 0
00-1 0
00 0 -1
1-200][5 0o 0o o[ 1300
|t 1too0f/|lo-1 0 of|-34%00
“lo o1o0/|l0 0-1 Of| 0010
0 001/[0 0 0-1][ 0001
1 -2
_s |11 2 11
=5lo| 3 3 00— o [3 500
0 0
0 0
0 0
— |5 oo 1 0] [0 001
0 1
1 2 2 _2
3300 3 -300
_sl3 300 -3 300
0000 0 000
0000 0 000
0000 fooo0o0
000 o0 |00 00
0010 (0000
0000 (0001

e) Nem diagonalizalhat6, ui. a A = 2 négyszeres
algebrai, de csak haromszoros geometriai multiplici-
tasa sajatérték.

1) Az 109342023 matrix azokat a vektorokat, ame-
lyek utolsé koordinétdja 1, egy masik —1 és a tob-
bi 0, a nullvektorba viszi. Ez 2022 darab 0 sajatér-
tékhez tartozé sajatvektor. A csupa 1l-esbdl &ll6 1
vektor vektor a 2023 sajatértékhez tartozé sajtvek-
tor. Mivel ezek a sajatvektorok linedrisan fiigget-
lenek, a matrix diagonalizélhat6, diagonalis alakja



diag(2023,0,...,0), az 1,xn sajatfelbontasa:

1 1 11
1-1 0 0 non 77
. 20230 ... 0|, & T 1
100 Of| 0 0...0/| " =~ "
10 0-1 yor nq
11 1 qlLooooffr oy
n o n non

g) Ha a = b, akkor lényegében visszakapjuk az
f) feladatot, a diagonalis alak diag(n4,0,...,0). Ha
a # b, a sajatvektorok megegyeznek az el6z6 pontbe-
liekkel, de az 1, az a + (n — 1)b sajatértékhez, mig a
©,...,0,-1,0,...,0,1) alaktak a b — a sajatértékhez
tartoznak. A sajatfelbontas:

11 11
t-1 0 at(n-1b 0 ... 07|, i [
1 0 -0 O 0 b—a... 0 n n non
10 0-1 : 11 11
11 11 0 O b=ally 4 n g
6.36. p(1) = p(3) = p(-1) = p(5) = 1, igy mindkét

matrixra a helyettesitési érték egyenl6 a spektrélve-
titék osszegével, ami mindig I. A teljesség kedvéért
megadjuk a két matrix spektrélvetit6jét, ami a sajat-
felbontas diadikus alakjébol is leolvashato figyelembe
véve hogy mindkét esetben vannak tobbszoros sajat-
értékek:

1 0 O 0 0 O

3 3
c) —;00,;10
-3 0 0 301

r 2 2 2
33 00 : 7§00
o |3 300 -3 3 00
0 0 0 ol 0O 01 0
_0000 0O 0 0 1

6.37. A spektralvetiték a Py +P, =1, P — P, = A
egyenletrendszerbdl:

I+A

P, = —
1 2 2

Mivel a spektralfelbontds A = Py + (—1)P;, ezért
A" =1"P; + (—1)nP2,

azaz A2n =1, A21’l+l A, lgy A2023 +A2024 A+L

6.38. a) A spektralvetit6kre vonatkoz6 egyenletrend-
szerbdl ki tudjuk fejezni a spektrélvetitoket:

1., 1 1
P, +P,+P3=1 Pi=_-A— A+ 1,
1+P2+P3 1= ¢ 5 + 3
—P;+P,+2P3=A ~ P,= —%A2+%A+L
1 1
P, + P, +4P3 = A2 P; = gA2 - 3L
b) A vélasz azonos az a)-belivel.
c) A0 = Py + P, 4+ 210P; = 341A2 — 340L
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6.39. Az egyszerliség kedvéért oldjuk meg az
1 1 ... 1]1[m 1
)\1 /\2 cee /\k p2 a
o ST = e
Alifl /\1571 A£71 Pk akfl

egyenletrendszert. A Cramer-szabaly szerint p; két
Vandermonde-determindns hédnyadosa. Mivel a sa-
jatértékek kiilonbozdek, az egyenletrendszer megold-
hatd, a nevez6beli determindns nem 0. A szamlalo
i-edik oszlopdban a jobb oldali vektor szerepel, ezért
azt tobb szorzatbdl tudjuk felirni:

i—1 k
[T =) 1_[ ) 1T (Aj—a)
o I<ig j=1 j:i+1
pi = § (=

I<j

o 2

Egyszertisitve a [Tj<;j;(A; — A;) tényez6vel, és az
i < j indexnek megfeleld tényezSket a szamlaloban
és nevez&ben is —1-gyel szorozva kapjuk, hogy

[T(a=2)
p=
CTT A
i

Kérdés, megtehetjiik-e, hogy az a helyébe a négyzetes
A matrixot, a p; ismeretlen helyébe a P; métrixot he-
lyettesitjiik? Igen, hisz a (*) egyenletrendszer megol-
désa kozben végzett testmiiveletek (tényezok felcse-
rélése, skalarral osztés, kiemelés,...) a

P+ Pr+...+ P, =1
MP1+ AMPr+...+ APr=A

APy 4 ASTIP, AR = AR

egyenletrendszeren is véltoztatds nélkiil elvégezhe-
ték, hisz A hatvanyai kozott a szorzas felcserélhetd,
a skalarral szorzas/osztds mfiveleti tulajdonsagai pe-
dig ugyanazok.

6.40. El6szor megmutatjuk, hogy ha az A € R"™*"
matrixnak (A, x;) egy jobb, (x],A) egy bal sajatparja,
akkor x; L xp esetén A algebrai multiplicitdsa leg-
alabb 2. Vélasszuk x;-et és xp-t egységvektornak, és
egészitsikk ki R" ortonormélt @ = {xq,xp,...,Xn}
bazisava. (Azt, hogy ezt mindig megtehetjiik, ma-
gatol értetéddnek ttinhet, de alaposan majd csak a
7. fejezetben targyaljuk.) Ekkor a Q = [x1|xa] ... |Xy]
matrix a £ <« Q attérés matrixa. A Q bazisban
A alakja legyen B, azaz B = Q 'AQ = QTAQ.
Az x; és xp alakja a Q bézisban e; = (1,0,...,0),
ill. e = (0,1,0,...,0). A Be; = Aeq egyenletb lko-
vetkezik, hogy B els6 oszlopa a (A,0,...,0) vektor,
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mig az eEB = Ae} egyenletbdl, hogy a masodik sora
(0,A,0,...,0). A

A2 2 ?
0 A0 0
B_ [0 2 ? ?
0?7 2 ...

matrixnak A legaldbb kétszeres algebrai multiplicita-
su sajatértéke, ami a det(B — xI) determinéns kifejté-
sébol leolvashato. fgy ha A algebrai multiplicitdsa 1,
(A,x) és (y",A) sajatparok, akkor y'x # 0, igy értel-
mes a

p_ X’
-5
kifejezés. P vetités, hisz
p2 Xy Xy x(yyT oxyT
yixy'x  (y'™x)2  y'x

P az O(P) = N(A — Al) térre vetit, hisz O(P) <
span(x) = N (A — AI), ui.
xy'v _y'v

Pv =

yixoyix
és dimO(P) = 1. Végiil megmutatjuk, hogy P az
O(A — AI) mentén vetit, azaz N (P) = O(A — AlI).
Az 5.15. tétel szerint ha P vetitématrix, akkor I — P is,
mely O(P) mentén vetit N'(P) = O(1 - P)-re. (y',A)
bal sajatpar, azaz y'A = Ay', azaz (AT — Al)y = 0,
vagyis y € N(AT — AI) = O(A — AI)*. Masrészt
y'P =y = OO — T gy y Py = 0,
azazy € NI—-P") = O(PT) = N(P)-. Tehat
O(A — ALt < N(P)4, vagyis N(P) < O(A — AI).
Ugyanakkor dimO(P) = dim N (A — AI) = 1, igy
dim N(P) = dimO(A — AI) = n — 1, tehat igazol-
tuk, hogy NV (P) = O(A — AI).

E bizonyitas lényegében ugyanigy megy komplex
esetre is a

yHx
matrixszal.
6.41. Az eredmény
2 2 —6
p(A)=10 3 -3
00 2

A p(x) = x° —6x* + 11x% — 7x% + 4x — 1 polinom
sajatértékekben folvett értékei: p(1) = 2, p(2) = 3,
p(3) = 2. Ezt legegyszertibben a Horner-moédszerrel
tudjuk kiszamolni:

1 -6 11 -7 4 -1
111 -5 6 -1 3 2
2|1 -4 3 -1 2 3
3|1 -3 2 -1 1 2

Az A matrix sajétparjai (1,(1,0,0)), (2,(2,1,0)),
(3,(9,6,2)), igy a sajatfelbontés

1
A=CAC 1= |0
0

S = N
N O O
S O =
SO N O
W o o
o O =

Mivel p(A) = Cp(A)C ! és

p(A) = p(diag(1,2,3)) = diag(p(1), p(2), p(3))
= diag(2,3,2),

ezért

p(A) = A5 —6A* +11A% — 7A + 4A - 21

1 2 920 0[[1t -2 3
=|0 1 6/[0 3 0[]0 1 -3
00200210 0o I
2 2 6]
=0 3 -3
00 2

6.42. A diagonalizdlhat6 matrixokat szamitégép nél-
kil is megtaldlhatjuk, hisz a zérus- és egységmatrix
diagonadlis alakd, tehat diagonalizdlhat6, mig azok a
matrixok, melyeknek 0 és 1 a két sajatértéke, ugyan-
csak, hisz kiilonbozdk a sajatértékei. Ide tartozik a
kovetkez6 hat matrix:

AR A ]

Annak ellenérzése, hogy a maradék nyolc matrix
egyike sem diagonalizilhaté, azt kell ellendrizni,
hogy vagy nincs gyoke Fp-ben a karakterisztikus po-
linomnak, vagy a két sajatérték azonos, de a sajataltér
csak 1 dimenzibs. Az els6 esetre példa kovetkezd két

matrix:
0 1 1 1
1 1|’ 1 0

Ezek mindegyikének karakterisztikus polinomja

X 1
1 1+4+«x

—X 1

2
1 1—x BRI

aminek nincs [Fp-ben gyoke, mert se x =0, se x = 1
nem gyok, igy diagonalizalhat6 sem lehet. (Szdmo-
las kozben felhasznaltuk, hogy F folott —1 = 1, igy
—x = x.) A sajatértékek algebrai és geometriai mul-
tiplicitdsanak kiilonb6z6sége miatt F, f6l6tt nem dia-
gonalizalhaté még a kovetkez6 hat matrix:

B R R A

Eszerint az ngz-beli 16 matrix fele diagonalizalhato,
fele nem.



6.43. a) Véletlen valés matrix sajatértékei kozt 0 valo-
szinliséggel vannak azonosak, tehat a sajatértékek 1
valészintiséggel kiilonbozbek, az ilyen matrixok pe-
dig diagonalizalhatok.

b) A 2 x 2-es 0-1-matrixott kozil ketté diagona-
lis alakd, tehat diagonalizélhat6, nevezetesen a zérus-
matrix és az egységmatrix, azaz a

bol b

matrixok. Hat tovabbirél azonnal latjuk, 0 és 1 a két
sajatértékiik, tehat kiilonboz6 raciondlis szamok, igy
diagonalizdlhatok:

AN A

A _ B}
0 1
1 0
matrixnak —1 és 1, az
0]
1 1

matrixnak 2 és 0 a két sajatértéke, igy ezek is diago-
nalizélhaték. Ez igy 10 diagonalizalhaté matrix a 16
lehetséges matrix koztil. A

iy

matrixok sajatértékei
1+V5
2 s

és ezek nem elemei Q-nak, végiil a

A

matrixok nem diagonalizalhaték nem csak Q, de RR,
s6t C folott sem, mert sajatértékiik algebrai multipli-

citdsa 2, de geometriai multiplicitdsa csak 1. E matri-
xok 2 x 2-es Jordan-blokkok, ami a kovetkezd szakasz
témaja. Tehat a 16 métrix koziil 10 diagonalizélha-
t6, igy egy 2 X 2-es 0-1-matrix Q folott 10/16 = 5/8
eséllyel diagonalizalhato.

6.44. uy'x = (y'A)x = y'(Ax) = Ay'x, azaz
(y—A)y"™x = 0, ami A # u miatt csak y'x = 0, azaz
y-x = x-y = 0 esetén allhat fenn.

6.45. Ha A és B szimultin diagonalizdlhatok, az-
az van olyan C matrix (C oszlopai alkotjdk a kozos
bazist), hogy C"'AC = A;, C"'BC = A,, akkor
A Ay = ArAq, igy

AB = CA;C71CA,C7 = cAA,CE
= CAAC 7 =cCAcicaclt
= BA.
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Forditva, tegytik fel, hogy a diagonalizdlhat6 A és
B matrixok felcserélhettk. A 6.26. feladatban lattuk
(ott komplex matrixokra, ami biztositja hogy létez-
zen sajatértékiik, de azt itt biztositja a diagonalizal-
hatésaguk), hogy van kozos sajatvektoruk. Esettink-
ben ezekbdl kozos béazis képezhets, aminek mélyén
az a tény all, hogy A-nak a B minden I/ sajataltere
invaridns altere, azaz A(U) < U, és hasonléképp B-
nek az A minden V sajataltere invaridns altere, azaz
A(V) <V, amit a 6.26. feladatban igazoltunk.

Az A sajétértékei szdmara vonatkoz6 teljes induk-
ciéval bizonyitunk. Ha A-nak egyetlen sajatértéke A,
és diagonalizdlhat6, akkor A = AL Ekkor AB = BA
barmely diagonalizalhaté B matrixra, és B-nek bar-
mely bazisa, melyben B-t diagonalizdlja, diagonali-
zélja A-t is, hisz A = AI barmely bazisban. Tegyiik
fel, hogy az éllitds igaz minden madtrixra, melynek
legfeljebb k kiilonb6z6 sajatértéke van. Legyen tehat
a k + 1 sajatértékkel rendelkez6 A matrix egy sajatér-
téke A, melynek algebrai multiplicitdsa legyen m, és
legyen A diagonalis alakja

AL, O

-1
AC =
C C 0 A

7

ahol igy méar A ¢ 0(A) és A-nak k kiilonb6z6 sajatér-
téke van. A és B felcserélhetSk, igy C 1AC és C~'BC
is. Blokkositsuk az utobbi matrixot [¥ Y] alakban
ugy, hogy az X matrix m x m-es legyen. Ekkor a fel-

cserélhet6ség kovetkezményeképp

A, O||X Ul [X U||[Al, O
O A||V Y| |V Y||O A
AU = UA U(A—-AI) =0,
>
AV = AV (A—AI)V =0.

Mivel A — Al nem szinguléris diagonalis matrix, ezért
U = V = O. B diagonalizalhat6, ezért a C1BC =
[§ Q] matrix is, ami egyuttal azt is jelenti, hogy X és
Y is diagonalizélhatok, hisz X csak a span(ey, ..., en)
téren, Y csak a span(e;.1,...,€;) téren hat! fgy

van olyan invertdlhaté Z = Z O] matrix, hogy

0O Z,
Z;'XZ, = Dy, Z;'YZ, = D,, ahol D; és D, dia-
gondlis matrixok. Ekkor

Al o
11 _ -1 _ m
z'c'ACz = (Cz)'A(CZ) = {o 7az|”
D; O
—1~-1 _ -1 _ 1
zZ-'Cc'BCZ = (CZ) 'B(CZ) = {0 Dz] .

Minthogy a fenti két matrix is felcserélhetd, felcserél-
het6 a Z~1AZ és a D, matrix is, és mivel az elébbinek
csak k sajatértéke van, ezek mdr, s veliik A és B is szi-
multén diagonalizalhaté.
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6.46. a), b) Igaz, hisz ha v € V, akkor Av € V), és igy
AAv = A%v € V), és ezt folytatva minden nemnegativ
k-ra A¥v € V, igy minden p polinomra is p(A)v € V.
c) Igaz. Ha A invertdlhaté és V invaridns altér,
akkor dimV = dim(A(V)), igy A(V) = V. Ha
w € V, akkor valamely v € V vektorra Av = w,
ésv=A"lw. gy A71(V) < V.
d) Hamis. Példaul az
0 1
0 0

matrix sajataltere és igy invaridns altere is a
span((1,0)) tér, hisz a képe a zérustér. Ugyanakkor

K

tehat AT-nak span((1,0)) nem invarians altere.

A=

1

AT
0

7

6.47. a) YV U W nem altér, igy nem is invarians altér.

b), c) V+W és VN W invarians alterek, ui. egy-
részt alterek, masrészt barmely elemiik képe is az
altérben van. Ha v € V, w € W, akkor Av € V),
Awe Wésv+weV+W,igy

Av+w)=Av+Aw eV +W.
Hav,w e VNW,akkor Av,Aw € VNW ésigy
Av+w)=Av+Aw e VN W.

d) V1 4ltalaban nem invaridns altér. Péld4ul ha
A a valos test folotti linearis leképezés, Zm A valédi
altér az egész térben, és (Zm A)' képe nem csak a
nullvektorbél &ll, akkor (Zm A)- nem invarians altér,
hisz képe Zm A-ban van. Egy egyszerti példa ilyen
matrixra az, amelynek els6 sora csupa 1-esbdl all, a
tobbi eleme 0.
6.48. a), b), ¢) E hdrom maétrix nem Jordan-blokkok-
bol allé blokkdiagonalis matrix, de mindegyik azza
tehet6 egyetlen elem megvéltoztatasaval, amit szine-
sen megjeloltiink:

1 1.0 0 1 1.0 0 1 1 0 0
01 1 0 01 0 0 01 0 0
0 0 2 1|’ 0 0 2 0| 0 0 2 2
0 0 0 2 0 0 1 2 0 0 0 2

A kék 1-est O-ra, a 2-est 1-re vagy O-ra valtoztatva
Jordan-maétrixokat kapunk.

d), e), f) E métrixok Jordan-méatrixok, mert Jordan-
blokkokbdl 4116 blokkdiagondlis matrixok. A d)- és e)-
beli métrix két, az f)-beli harom Jordan-blokkbol all.

6.49. A tétel ebben a formdban nem igaz, de mind-
egyik felsorolt feltétel igazzd teszi! A tétel ugy lesz
teljes, ha hozzatessziik, hogy A minden sajatértéke
F-beli, vagy ami ezzel ekvivalens, hogy xa (x) linea-
ris tényezdkre bomlik [F folott. Ha IF algebrailag zart,
azaz minden F {616tti nem konstans polinom minden

gyoke FF-beli, akkor az el6zéleg megfogalmazott fel-
tétel automatikusan teljestil.

6.50. a), b), c) Igaz.

d) Hamis. Hidnyzik, hogy s a legkisebb adott tu-

lajdonsagn kitev6. Helyesbitve: , A legnagyobb A-
blokk mérete s, ha s az a legkisebb kitevs, melyre
r(( =A%) = r((J =AD"
6.51. Egy matrix és hatvanyai rangja és a nullitdsa
invaridns a hasonlésdgra nézve, és minden nilpotens
matrix hasonl6 egy olyan Jordan-matrixhoz, mely-
nek minden Jordan-blokkja a 0 sajatértékhez tarto-
zik, azaz f6atlojdban nulldk vannak. E Jordan-mat-
rix hatvanyaiban a kitev6 eggyel valé novelésére a
Jordan-blokkban az 1l-esek egy lépéssel tavolodnak
a f6atlotol, és szdmuk eggyel csokken. Ha egy Jor-
dan-blokk k-adrendfi, akkor a matrix k-adik hatvany-
ban mar zérusmatrixsza valik, igy a magasabb hat-
vanyokban mar nem befolyasolja a rang csokkené-
sét. fgy ha Ji~! hatvanyban még b darab Jordan-
blokkban van 1-es, akkor a J' hatvanyban legfoljebb
b-ben, azaz r;_1 —r; = b, de r; —riy1 < b. Esze-
rint r;_ 1 —1; = r; — 141 Atrendezve kapjuk, hogy
ticg + iy 2 2r.

A rang-nullitasi tétel (2.87. tétel) szerint a rang és
a nullitds 0sszege n, igy a nullitdsok sorozata mo-
noton novekvd és konkav. Ha n; = null(N?), akkor
O0=ng<m <...<np=m,n—nj_1=nj]—n,
azaz n;_1 +n;4q < 2n;.

Ha a rangok r; (vagy a nullitdsok 7;) sorozatat
ismerjiik, konnyen konstrualhatunk olyan nilpotens
matrixot, melynek hatvanyai a megadott sorozatot
adjak. A konstrukcié a nullitdsok sorozatébol kicsit
egyszer(ibb. Olyan Jordan-matrixot kredlunk, mely-
ben a Jordan-blokkok rendje szerinti csokkend soro-
zatban vannak a féatléban. El8szor képziink ny darab
1 x 1-es blokkot. Ezek koziil megnoveliink np — 14
darabot 2 x 2-esre (ez menni fog, mert n, —n; <
ny —ng = ny). A megnoveltek koziil nz — np-t to-
vabb noveliink 3 x 3-asra, aminek ismét nincs akada-
lya, stb. Végiil egy

(m1—ng) + (npg—ny) +...+ (g —m_1) =ng=n

rend(i métrixot kapunk. A Jordan-lancok diagramjan
még egyszer(ibb mindezt szemlélni. Pl. a 0,3,6,8,9
sorozat a kovetkez struktardhoz vezet:

*—o 0o
oo
o

6.52. Az A fels6haromszog-matrix, igy sajatértékei a
f6atlobeli elemek, azaz Ay = Ay = A3 = 3. A 3-hoz
tartozo sajatalteret a homogén linedris (A —3I)x =0
egyenletrendszer megoldadséaval kapjuk meg:

010
rref(A —3I) =rref [0 0 2| = [8 (1) ﬂ
0 0 0



ami alapjan NV (A — 3I) dsszes vektora az x = (x,y,z)
jeloléssel:
t 1
= |0l = |0}t
0 0

N =R

A A = 3-hoz tartozé sajataltér tehat span((1,0,0)).
Vizsgéljuk meg az A — 3I havanyait, melyik a legna-
gyobb hatvany, mely még nem a zérusmatrix! Az els
és masodik hatvany még nem a zérusmatrix:

0 1
A-31=10 0 2|, (A-3I)2=
0 0

o N O
o o O
o o o
o oN

de (A —31)> = O. Mivel (A —3I)? # O, ezért van
olyan x3 = (x,v,z) vektor, hogy (A — 3I)?x3 # 0.

0 0 2| |x 0
(A-3D)%;=1{0 0 Of |y|=1]0
0 0 0] |z 2z

Eszerint barmely vektor, amelyben z # 0 ilyen, le-
gyen példaul x3 = (0,0,1). Ekkor az x, = (A —3I)x3,
x; = (A —3I)x, vektorokat kiszamolva a kovetkezd
lancot kapjuk:

0

A A-3I A-3I
04— x; = = xp = —=x3= 10
1

o O N
o N O

Miutdn egyetlen Jordan-lancot kaptunk, a Jordan-
matrix egyetlen Jordan-blokkbdl all:

—
I
S O W

1
3
0

W = O

Az X = {x1,xp,x3} bézisrdl a standra val6 4ttérés
métrixa X = [x; | x2 | x3], igy A = XJX! az A
Jordan-felbontéasa, azaz

2 0 0/(3 1 0[5 00
A=|0 2 0/ [0 3 1/|0 L o
00 1/]0 0 3/ |0 0 1

(Megismételjiik e konkrét esetre az 4ltaldnos leveze-
tést: az A — 31 hatdsa a Jordan-lanc elemein

(A—3I)X1 =0, (A—3I)X2 = X1, (A—3I)X3 = Xp,
ezt atalakitva
AX1 = 3X1,

Axy) =x1+3xp, Axz =xp+3x3,

ami matrixszorzatalakba irhato:

Alxy [ x2 [ x3] = [x1 | x2 | x3]

o O W
S W -
W = O

SAJATERTEK, DIAGONALIZALAS 6-13

Ebbél leolvashaté A alakja az X’ bazisban

A
Il
oo w

1
3
0

@D = O

Az X = [x1 | xo | x3] métrix az £ + X 4ttérés mat-
rixa, igy X "'AX = J val6ban az A alakja az X bézis-
ban, masrészt A = XJX~1)

6.53. A karakterisztikus polinom
X(A) = det(A — AI) = =A% + 602 — 121 + 8 = (2— 1),

azaz Aip3 = 2. Mivel (A — 2I)? = O, ezért két blokk-
bél &ll a Jordan-maétrix.

-1 0 -1
A-21= 0 0 0f,
1 0 1

amibdl az (A — 2I)x = 0 egyenletrendszert megold-
va a sajataltér span((—1,0,1),(0,1,0)), mésrészt pl.
x3 = (1,0,0) olyan vektor, melyre (A — 2I)x # 0, igy
egy Jordan-lanc indulé vektora lehet. A két Jordan-
lanc:

-1 1
0 <A;ZI o= 0 A2 xp = |0},
1 0
[0
0 ﬂ X3 = 1
0
Az X = [x1 | xo | x3] jeloléssel a Jordan-felbontas
A =XJX"1, azaz
-1 1 0|2 1 0|0 0 1
A=| 0 0 1|0 2 0|1 0 1
1 0 0[|0 O 2|0 1 O

6.54. A lancok szama 4, mert 10 — r(A — 2I) = 4. d
és ny a kovetkez§ tablazatbol szdmolhaté mechaniku-

san:
k 0 1 2 3 4

re 10 6 4 2 0
dy 4 2 2 2
1y 2 0 0 2

Tehét a k hossza lancok ny szdma: n; = 2 np = 0,
nz = O, nyg = 2:

A-21 A-21 A-21 A-21

0 X1 X < Xz < X4
A-21 A-3I A-3I A-3I

0 y1 Y2 & Y3 & V4
A-3I

0 &£ g
A-3I

0 £ w

Igy e linedris transzformacié matrixa a

B = {xll X2,X3,X4,¥1,Y2,¥3,Y4, 21, W1 }
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béazisban, azaz a transzformécié Jordan-féle normal-
alakja:

o|loclo N R, OO0 0 o o
OIOIN P OO0 O OO

NIOIO © © Ol © © O

OIN|O O O OO0 O O O

OO O O NO O O O
OISO O NN RIOO OO

OO O O ol ON
OO O O OO O N -
OO O O O OO N~ O
OO O O O — O O

6.55. A Jordan-lancok diagramja azonnal felrajzolha-
t6 a nullitdsok megadott 4, 6, 8, 10 sorozatdbdl. A 4
jelentése, ennyi a sajataltér dimenzidja, tehdt ennyi
a Jordan-lancok szdma. Megrajzoljuk a négy lanc
kezdo6elemét négy ponttal. Ezek koziil 6 — 4 = 2 lanc
folytatédik, azaz a fels6 két lancot folytatjuk 2 tovab-
bi ponttal. Tovabb folytatjuk 6ket tovabbi 8 — 6 = 2,
majd végiil tovabbi 10 — 8 = 2 ponttal. Igy a ko-
vetkez6 diagramot kapjuk, melyet két valtozatban is
felrajzolunk, a masodikban az A — 2I hatdsanak ira-
nyaét is jeloljiik egy nyillal:

*—0o 0o © 0000
*—0o o © 0000
® ®
® ®

P

A Jordan-matrix azonos az el6z6 feladatbelivel, igy
az ott tekintheté meg.

6.56. El6szor meghatdrozzuk a karakterisztikus po-
linomot! Ha a hatvanyok rangjainak sorozata mar
tovdbb nem csokkenne, azaz

A —Tesetén 14,13,12,11,10,9,9...

A —2I esetén 14,12,11,11,...

A — 3l esetén 13,12,12,...
lenne, akkor a A = 1 multiplicitdsa 16 —9 = 7,
A = 2 multiplicitdsa 16 — 11 = 5, A = 3 multiplici-
tdsa 16 — 12 = 4 lenne. Ez épp a j6 megoldast adja,
hisz 7+ 5+4 = 16. (Ha barmelyik sorozat tovabb
csokkenne, ez az 6sszeg 16-nal tobb lenne.)

A A = 1-hez tartozé Jordan-blokkok (Jordan-
lancok) szama n —r(A —1) = 16 — 14 = 2. A leg-
hosszabb lanc hossza s = 6, ui. ez a legkisebb s, mely-
rer((A—1)°) = r((A —1)*t1) = 9. A tablazat

k 0 1 2 3 4 5 6
r 16 14 13 12 11 10 9
dy 2 1 1 1 1 1 0
1y 1 0 0 0 0 1

azaz ng =1,ny = 1.

A A = 2-hoz tartozé Jordan-blokkok (Jordan-lan-
cok) szédma n —r(A —2I) = 16 —14 = 2. A leg-
hosszabb lanc hossza s = 3, ui. ez a legkisebb s, mely-

re r((A —21)%) = r((A — 21)°*1) = 11. A tablazat

k 0 1 2 3
re 16 14 12 11
dy 2 2 1 0
1y 0 1 1

Tehatny =1, np = 1.

A A = 3-hoz tartozé Jordan-blokkok (Jordan-
lancok) széma n —r(A —3I) = 16 — 13 = 3. A leg-
hosszabb lanc hossza s = 2, ui. ez a legkisebb s, mely-
re r((A —2I)°) = r((A — 21)s*1) = 12. Itt is felirhat-
nank a fentiekhez hasonl6 tablazatot, de vagyiik ész-
re, hogy a 4 csak egyféleképp all el harom pozitiv
egész szam Osszegeként: 4 =1+ 142, tehat n, =1,
ny = 2.

Mindezek alapjan a Jordan-féle normalalak:

o1 -

11
11
11
11
1

N =
N =

6.57. A karakterisztikus polinom fejben szamolhato,

mivel az

—Xx 0 0 0 0 0 0

1 1-x O -1 0 0 0

0 0 —X 0 1 0 0
A—xI=|0 1 0 -1-x 0 0 O

0 0 0 0 -x 0 0

0 0 0 0 0 —x O

0 0 0 0 0 0 —x
determindnsban a 2 x 2-es [17¥ 71 .| = x? aldeter-

mindnson kiviil csak —x tényez8k szerepelnek, igy
det(A —xI) = —x7, a métrix nilpotens, minden sajat-
értéke 0.

A redukalt 1épcsés alak

1 0 0 00 00
rref(A—0I) =rref(A)= (0 1 0 -1 0 0 O
0 0 O 01 0 0

Innen a sajétaltér vektorai (0,s,t,s,0,u,v), azaz a sa-



jataltér 4 dimenzibs, igy a Jordan-lancok szdma négy:

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
span | |1{, (0], (0], |0
0 0 0 0
0 0 1 0
o] |o] o] [1]

Mivel rref(A?) = rref(rref(A)A) = 100000 0],
és A% = O, igy a legnagyobb Jordan-blokk 3 x 3-as.
Innen ki is taldlhat6é a Jordan-féle normalalak, hisz 7
csak egyféleképp irhat6 fel négy pozitiv egész dssze-
geként, ha az egyik szdm 3: 7 = 3 +2+ 1+ 1. Egy
harom hosszt Jordan-ldncot barmely vektor elindit,
melynek els6 koordinatdja nem 0 (hisz A2 sajatalteré-
ben minden vektor benne van, melynek elsé koordi-
nétdja 0). PL. az e1-b&l indulé Jordan-lanc a kovetke-
z0:

0 0 1
1 1 0
0 0 0
o0& (1] & Jo| & |o
0 0 0
0 0 0
o] lo] o]

Mivel e3, eg és ey is eleme a sajataltérnek, ezért ra-
nézésre is lathatd, hogy es olyan vektor, mely sem
a Jordan-lanc altal kifeszitett térben, sem a sajataltér-
ben, sem ezek sszegében nincs benne, igy egy mésik
lanc indul beldle:

(=}
T

O O O O =k OO
T

OO = O O O O

igy az attérés matrixa és a Jordan-féle normalalak:

(00 1/0 0|0]0] [0 1 0|0 0{0]0]
110(00(00 001j00(0]|0
0001 0(0]|0 000j00|0]|0
C=(100({00|0|0|,J=1]000{0 1/0/(0].
000(01|0|0 000|00(0]0
000(0O0f1|0 00O0j0O0|0]|0
10 0 0[O0 0]{0|1] 10 0 0|0 0[O0

A teljesség kedvéért

(= eleRNell o)

ol eoleolBeoleol
OO R O OO
S O O OO =
[N N oNoNoNo
O R O O O O O
_ O O O o oo
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6.58. Els6 1épésként meghatarozzuk az A —0I = A
és az A — I hatvanyainak rangjait.

1 0 0 0 O 0 -1
01 0 0 0 -1 0
rrefA=|0 0 1 0 O 0 0
0 00 1 0 -1 0
0 00 0 1 0 0

A rref(A?) kiszdmoldsdhoz felhasznélhatjuk az el6z6
eredményt, A? helyett rref(A)A-val szdmolva, hisz
rref(rref(A)A) = rref(A?):

0 0000 00
0 1000 —-10
(rrefA)A=10 -1 0 0 0 1 0
0 0010 —-10
0 -1 0 0 1 0
[0 1.0 00 -1 0
rref(A2) =10 0 0 1 0 -1 0
000071 00

Ezutan kivalasztjuk a nullterek bézisaibdl a Jordan-
bazis megfeleld elemeit. A redukalt lépcsés alakok-
b6l meg tudjuk adni NV(A) és NV'(A?) bazisait. Ezeket
oszlopvektorokként egyetlen matrixba irva, az els6
oszlopokba N(A?), a tovabbiakba N'(A) bézisat, ki
tudjuk valasztani N (A2) azon vektorait, melyek nin-
csenek benne N (A)-ban, tehét Jordan-lancok kezdd
vektorai lehetnek.

011000
O 1 0/0 01 o0
1000 1 ofxf (0 1}0 00 1
000 00 0 00100 -1/’
100010 0 0jo 100
0100 0 1]

N

N(A) N (A2)

A redukdlt 1épcs6s alakbol lathats, hogy N'(A?) ba-
zisdnak els6 két vektora nem sajatvektor, igy ezeket
vélasztjuk a Jordan-lancok indité vektorainak. A két
Jordan-lanc:

(1,0,0,0,0,0,1) <2 (1,0,0,0,0,0,0)
(0,1,0,1,0,1,0) <2 (0,0,1,0,0,0,0)

Folytassuk hasonléképp a A = 1 sajatértékkel. A —1
és (A —1)? redukalt 1épcs6s alakja

100000 —1
010000 0
rrefA—I)=10 0 1 0 0 0 O
000100 -1
000001 0
1 00 00 0 -1
01000 0 0
N2 —
mef((A=DT =15 6 1 0 0 -1 o0
00010 0 -1
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A nullterek bézisai, és azokbdl a Jordan-bazis elemei:

0100 1
00000
00010 1010 0
0100 1/™1o 1 0 01
1010 0 00010
00010
010 0 1
N S —
N(B)  N(BY)

ahol B = A —I. A redukdlt 1épcs6s alakbol lathato,
hogy az NV ((A —1)?) teret kifeszité méasodik vektor
nem sajatvektor, igy abbdl indithat6 a 2 hosszi Jor-
dan-lénc. gy a két Jordan-lanc:

(0,0,0,0,1,0,0) 21 (0,0,1,0,0,1,0)

(1,0,0,1,0,0,1)

A Jordan-bédzis minden vektorat kiszamoltuk, igy a
Jordan-maétrix és az attérés matrixa is felirhat6:

11000 0 1] [0 1|10 0|0 0|07
0010000 0 0[O0 0|0 0|0
0001010 00{0 1|0 0]|0
C=[0010001|,J=1]00(00]0 0|0,
0000100 00{0 0|1 1|0
0010010 00{0 0|0 1|0
11 00000 1] 10 0[O0 0|0 Of1]

és ebbdl a Jordan-felbontdas A =
matrixinvertadlas utan

CJC~1, ahol egy

0 10 -10 0 1
1 00 00 0 -1
0 10 00 0 O
cl=lo 11 00 -1 0
0 00 01 0 O
0 -10 00 1 0
0 -1 0 10 0 O

6.59. x(x) = —x3 +4x% — 9x + 10, gyokei a sajatér-
tékek: 2, 1 +2i. Harom kiilonboz6 sajatérték, tehat
C folott a matrix diagonalizdlhaté. A komplex sa-
jatfelbontas egyuttal a komplex A = CJC~! Jordan-
felbontds is, ahol:

2 i —i 2 -1 1
C=|3 1+2i 1-2i|,C'=|3 —i }+if,
0 1 1 -3 i i-i
20 0 |
J=10 1+2i 0
0 0 1-2i

Ebbdl felirhat6 a valos A = BJrB~! felbontés is, ahol

2 0 -1 2 -1 1
B=|3 1 —2|,B'=]o0 o0 1},
01 0 3 -2 2

2 0 0]
Jr=10 1 -2
0 2 1

b) A karakterisztikus polinom kénnyen szamolha-
t6 kézzel is, mivel A — AI blokkfels6haromszog-mat-
rix, igy determindnsa

Xx(A) = det(A — AI)

1-A 1
-1 1-A

1-A -1
1 1-A

= (A2 =20 4+2)(A2 =24 4+2)(1 — A).

(1-4)

A zardjeleket sziikségtelen felbontani, csak az esetle-
ges ellen6rzés kedvéért irjuk le:

X(A) = =A% +50% —12A% +16A% — 124 + 4.

Mivel A2 — 2A +2 gyokei A = 141, ezért e sajatérté-
kek kétszeres algebrai multiplicitdstiak, és sajatérték
méga A =1 A A =1-ihez tartozé sajataltér a
redukalt 1épcsés alak alapjan

RN
00 i -1 ofm|Y 0100y
00 1 i 0 0 0010
00 0 0 i 0 000t

csak 1 dimenzi6s, mivel V1 4; = span (i,1,0,0,0). A
A = 141 geometriai multiplicitidsa ugyancsak 1, igy
a normaélalak

1-i 1 0 00 i—2—-i-2-1

0 1-i 0 00O 1 01 0 O
J=10 0 1+i 1 0,C=|0 1 0 1 Of.

0 0 0 1+4i0 0 i 00— O

0 0 0 01 0 00 0 1

A valés normalfelbontds ennek alapjan (az a = 1,

b = —1 vélasztéssal és igy az 1 +i-hez tartozo Jordan-

lanc valés és imagindrius részével a B matrixban)
A = BJrB 1, ahol

11| 1 0]o0 0 -1 -2 0 -1
-11| 01/o0 1 0 0 0 O
Jr=| 00 1 1lo,B=1]0 0 1 0 o0,
00[—11]0 0 0 0-1 0
00] 00[1 0 0 0 1
01 0 0 0
10 -2 0 -1
B'=| 00 1 0 o0
00 0-1 0
00 0 0 1



6.60. Ha az U altér r dimenziés, akkor A a V bézi-
sanak els6 r elemét U{-ba viszi, igy ezek koordinatas
alakjdban az els6 r elemet kivéve mindegyik 0, igy A
els6 r oszlopdban az (r + 1)-edik sort6l kezdve csak
0-k éllnak, azaz A alakja

ahol U egy r x r-es matrix.

6.61. Tekintsiik a véges dimenziés [F f6lotti 1V vektor-
teret, és legyen A : V — V egy linedris transzforma-
cig, illetve legyen A a V egy adott bazisara vonatko-
z6 matrixa az A-nak. Ha A (ill. A) karakterisztikus
polinomja linedris tényezdkre bomlik FF f6lott, és A-
nak s kiilonb6z6 sajatértéke van, akkor a A; sajatér-
tékhez tartozé altaldnositott sajatvektorok és a null-
vektor vektorteret alkotnak. Jelolje ezt V;. Ekkor

s
VZ@V{ZV]@V2®...®VS.
i=1
Igaz tovabbd, hogy V; az A-ra (A-ra) nézve invaridns
altér, és V; = Ker((A — A D)™) = N((A — AI)™),
ahol m; a Aj-hez tartoz6 legnagyobb Jordan-blokk
mérete az A Jordan-féle normalalakjaban.

Tekintsiik az A (ill. az A) egy Jordan-bazisat, és
jelolie W; a j-edik Jordan-lanc vektorai 4ltal generalt
alteret. Ekkor W; invaridns altér A-ra (A-ra) nézve,
és

k
V=@PWi=WaeWo&...eW,
j=1
ahol k a Jordan-bazis Jordan-lancainak szama.
6.62. Osszesen 6t hasonldsagi osztélyba sorolhatok e
matrixok. Egy-egy Jordan-métrix minden osztalybdl:

1000 [t 100 [1 100
0100/ (01 00 |01 00
001 0/”|00 10”00 1 1|
0 00 1] [0 001 |00 01
(1 1 0 0] [1 1 0 0]
0110l |01 10
0010”00 11
000 1] |0 0 0 1

6.63. A 6.61. feladatban felirtuk a Jordan-tételt direkt
Osszeg segitségével, mely szerint ha A-nak s kiilon-
boz6 sajatértéke van, akkor a A; sajatértékhez tarto-
z6 altalanositott sajatvektorok és a nullvektor alkotta
vektorteret V;-vel jel6lve

Ve=V1&Wd...0Vs,
ahol V; az A-ra nézve invaridns altér, és V; =
Ker((A — A;I)™), és m; a Aj-hez tartozo legnagyobb
Jordan-blokk mérete az A Jordan-féle normalalakja-

ban. Mivel B felcserélhetd A-val, ezért A — A;I-vel is,
igy ha (A;,v) dltalanositott sajatparja A-nak, akkor

0=B(A—-AND)"v=(A—-ANI)"By,
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azaz (A;, Bv) is éltaldnositott sajatpar. Eszerint B-
nek a V; invaridns altere. Ekkor a Bly, leképezé-
sek Jordan-béazisainak uniéja az A-nak is altalanosi-
tott sajatvektorokbdl 4ll6 bazisa lesz. (Ez nem feltét-
leniil Jordan-bazisa A-nak.) Matrixokra a bizonyités

ugyanigy megy.
6.64. A Jordan-felbontés ¢ # 1 esetén

1 L1 o] |1 &
— e—1 1—¢
s=lo 71l Il

mig &€ = 1 esetén A normdlalakban van, igy a normal-

felbontas
1 O (1 1[1|1 O
0 1((0 1]|0 1}

A &g = 1 helyen a J; métrix nem folytonos fliggvénye
e-nak.

A=

6.65. Tekintsiik az A € R"*" matrix, illetve a hozza
tartozé A : x — Ax leképezés valos sajatértékekhez
tartozo sajétaltereinek direkt 6sszegét U, ahol x € C",
U < C". Ezinvaridns altere A-nak. Az NIR" ugyan-
csak invaridns altér, hisz egy x € U NR" vektor egy-
részt U-beli, masrészt valds, mivel A valds elemfi. fgy
az Alynge linedris transzformdéci6é minden sajétértéke
val6s, igy van valés vektorokbdl all6 Jordan-bézisa.
Az A eredeti, U-ba es6 bazisvektorait ezekre cserélve
igazoltuk az allitast.

6.66. Az egyszerliség kedvéért ne 1-t6l, hanem O-
tél sorszdmozzuk a sorokat és oszlopokat. A
{0,1,...,2m — 1} indexhalmazon a p,, permutacio le-
gyen

PN , haO0<i<m,
P 2i+1mod2m, ham<i<2m.
Példaként a pr-hoz és p3-hoz tartozé permutdlémat-
rixok

100 0
00 10
P2=10 1 0 ol
00 0 1
1 0 0 0 0 0
00010 0
p._ |01 0000
57 1o 00010
00100 0
00000 1

E matrixokban az egyesek 16lépésben (egy jobbra,
kettt le) kovetik egymast. Nyilvanvalo, hogy az (i, 1)
poziciéban (0 < i < m) A-kat a (pu(i), pm(i)) =
(2i,2i) helyekre, a A-kat a (i,1)-r68l a (pu (i), pm(i)) =
(2i 4+1,2i 4+ 1) pozicidba teszi. Az 1-esek indexe ere-
detileg (i,i + 1) alakd, ezeket a permutacié 0 < i <
i+1<meseténa (2i,2i+2), vagy (m <i<i+1<
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2m) a (2i +1,2i + 3) pozicidba viszi, tehat két elem-
mel az atl6 folé. Kiilonbozé 1-esek kiilonb6z6 po-
ziciéba keriilnek, és a 6ssz-szamuk kiadja a kettével
az 4tlo feletti helyek szdmat: (m — 1)+ (m—1) =
2m — 2.

6.67. Ha A-nak s kiilonboz6 sajatértéke van, akkor
a A; sajatértékhez tartozo altalanositott sajatvektorok
és a nullvektor alkotta vektorteret V;-vel jelolve C"
(ill. R", ha minden sajatérték valds) el6all

Vl@VZ@.@VS

alakban (Id. A 6.61. feladat). Ez épp azt jelenti, hogy
a tér minden vektora egyértelmftien el6all egy-egy kii-
16nb6z6 sajatértékhez tartozé altaldnositott sajatvek-
tor Osszegeként.

6.68. Legyen J és J alakja

, O ... O J, O ... O
OJ .. O O J, ... O
O 0 ... J O O ... Jp

ahol (p1,p2, ..., px) az (1,2,...,k) egy permutacidja.
Legyen P az a permutal6 matrix, mely az egységmat-
rixbdl a sorok p permutacidjaval kaphaté meg. Ké-
pezziink P-b6l blokkmatrixot tigy, hogy i-edik sorét
és p;-edik oszlopat helyettesitsiik a J; rendjével azo-
nos szamu sorral, ill. oszloppal, az (i, p;) helyen 1év6
1-es helyébe pedig irjunk egy egységmatrixot. Az igy
kapott métrix lesz C. Példaul legyen

1 31

21 31
2 < 3
3

1
31
3

Ekkor P és bel6le a C szdrmaztatisa a fentiek szerint

1
1
0 0 1 1
P=1]1 0 O - C= 1
0 1 0
1
1
Kénnyen ellenérizhets, hogy J = CJCT:
31 1 1 1
31 1 21 1
3 B 1 2 1
T =1 31 (|1 i
21 T 31| 1
2 1 3 1

6.69. A ~ AT, azaz CAC~1 = AT azzal ekvivalens,
hogy valamely C matrixszal, és az A = XJX ! a Jor-
dan-felbontassal AT = (XT)~1JTXT = cxyjx—'c1,
azaz

JT= (X"ex)J(xXTex) L,

vagyis JT ~ J. Elég tehat csak Jordan-matrixokra iga-
zolni az allitast.

Legyen C az a métrix, melynek mellékatl6ja csupa
egyes, egyebiitt nulldk vannak. Mivel C~! = C = CT,
ezért a CJTCT a JT-b6l sorainak és oszlopainak for-
ditott sorrendbe valé felirdsdval kaphaté meg. fgy
ha J Jordan-blokk, akkor CJTCT = J, azaz J ~ J'.
Ha J Jordan-matrix, akkor CJTC nem J, hanem ab-
bél a blokkok forditott sorrendbe val6 felirdsaval ka-
pott matrix, de azt tudjuk, hogy az hasonlé J-hez
(Id. a 6.68. feladatot), ami igazolja az allitast. Egy-
szer{i példan szemléltetve:

[1 00| [oo 1]f1t 0oo]foo1
"= |0 0l ~10 10|02 0[f010
012 100[|012[]|100
2 1 0] [1 0 o]
=102 o0l~]02 1] =].
00 1 00 2

6.70. a) Ha az n-edrendi A matrix A sajatértékének
k az indexe, akkor vélaszthat6 tigy a Jordan-bazis,
hogy e bazisban A — AI alakja

A O

ClHA-A)C=A, = o x

legyen, ahol A csak A-hoz tartozé Jordan-blokkokat
tartalmaz, rendje m, ami egyenl6 A algebrai multipli-
citdséval, X pedig fels6haromszog-matrix, f6atléjdban
zérustol kiillonb6z6 elemekkel. A A-beli legnagyobb
Jordan-blokk k-adrend, igy ha I < k, A #£0és

Al O
o X

’

(A—AD)! ~ Al = {

O o
o Xxk

(A—AD)F ~ A% = {

Ha Al-ben az i-edik az elsd sor, melyben van a f6-
atlo felett 1-es, és az a j-edik oszlopban van, akkor
O<i<j<més

Al o
o X

Al o

o X e; =0.

e]- =€,

Ekkor e; € N(A]) N O(A!). Ugyanakkor N(AX) N
O(Ak) = {0}, hisz V(AX) egy bazisa {ey,..., em},
mig O(AX) egy bazisa {ey:1,...,ex}. Mivel az
N (Al\) és az O(AIA) terek dimenzidinak osszege n,
ezért k az a legkisebb kitevs, melyre

C" = N((A-ADM) @ O((A — AD)).

b) dim N ((A — AD¥) = null([g )(()k}) egyenld A
rendjével, azaz m-mel.



6.71. Legyen A spektrélfelbontdsa
A =MPy 4+ APy + ...+ AP,

ahol A-nak s kiilonb6z6 sajatértéke van, melyek kozt
A1 domindns, azaz |Aq| > |A;], ha i > 1. Eszerint
A1 € R, egyébként a konjugaltja is sajatérték lenne,
aminek azonos lenne az abszolut értéke, bar kiilon-
bozne téle.

AF = Akp - ASPy + AfRy

k k k
A )\2 As k—rc0
— =P — | P — | Py — Py.

()\1) H_(M) 2 +()\1) ’ !

Igy barmely y vektorra (AK/A¥)xg — Pyxp, ahol
P1xg € N(A — A1) = span(x). Eszerint ha az xq vek-
tor x irdnyt Osszetev6je nem a 0 vektor, akkor P1xg a
A1-hez tartoz6 sajatvektor.

Ebb&l — mivel alapesetben nem ismerjiik sem a
Ay sem Pp értékét — gy lesz ,médszer”, hogy kép-
ziink egy xj sorozatot az A-val val6 szorzassal, az-
az xx = Axy_1/ck, ahol ¢x egy megfelel6 konstans,
mellyel megakadalyozzuk, hogy az x; hossza co-hez
vagy 0-hoz konvergdljon. Legkénnyebben szamolha-
t6 megoldas, ha ¢, az Ax;_1 legnagyobb abszolut ér-
tékii koordinatéja. Tgy x; legnagyobb abszoltt értékii
koordinétdja mindig 1. E médszerrel a gyakorlatban
nem csak a sajatvektorra, hanem A értékére is j6 ko-
zelitést kapunk, hisz

[[Ax |
[k ||

=~ )\1,

ha k elegend6en nagy.

6.72. Fels6hdromszog-matrixok Kronecker-szorzata
felsbharomszog-matrix, igy sajatértékei a f64tl6bol le-
olvashaték. Ekkor az o(A ® B) = [A;p;] Osszefiiggés
is nyilvanval6. Egyébként irjuk fel A és B Jordan-
felbontasat: A = CJoC~!, B = DJgD~!. Ekkor

A®B=(Co®D)Ja®Jp)(C'@D™)
=(Ce®D)Ja®Jp)(CoD)?,

ami igazolja, hogy A ® B ~ Ja ® Jp, igy sajatértékei
azonosak, ami igazolja az allitast.

6.73. Mindegyik matrixnak 0 és 1 a két sajatérté-
ke, ezért meg kell vizsgalni, hogy a megadott fiigg-
vények és esetleg bizonyos derivaltjaik értelmezve
vannak-e e két helyen. Mindhadrom fliggvény az 1 he-
lyen akarhanyszor differencidlhat6, igy az 1-hez bér-
mekkora Jordan-blokkok tartozhatnak.

a) A ¥/x fliiggvény még igen, de az %x*Z/e’, a deri-
véltja mar nincs értelmezve a 0-ban, igy a 0-hoz csak
1 x 1-es Jordan-blokkok tartozhatnak, azaz csak A
és B van értelmezve e fliggvény spektrumadn, vagyis
csak ezeknek a madtrixoknak értelmezziik a kobgyo-
két.

b) A Vx4 figgvény és derivéltia még értelmezve
van O-ban, de a mésodik derivalt méar nem (f(x) =
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X3, fl(x) = $x1/3, f(x) = $x7%/3), igy a 0-hoz
csak legfeljebb 2 x 2-es Jordan-blokkok tartozhatnak,
azaz csak A, B és C van értelmezve e fliggvény spekt-
ruman.

¢) A V7 fiiggvény, valamint els6 és mésodik de-
rivaltja értelmezve van a 0-ban, de a harmadik deri-
valt mar nem (f(x) = x7/3, f'(x) = Zx%/3, f"(x) =
Bxl/3, fO(x) = 2x72/3). Igy a 0-hoz csak legfel-
jebb 3 x 3-as Jordan-blokkok tartozhatnak, azaz mind
a négy megadott matrix értelmezve van e fliggvény
spektruman.

6.74. a) Hamis. b) Igaz. c) Igaz. d) Igaz.

Legyen p(x) = x? —5x+4. A feladat szerint
p(A) = O, azaz p annulldlja A-t. Mivel p fegyiitt-
hat6ja 1 és a gyokei kiilonbozdek, ezért ez egyut-
tal az A minimalpolinomja is, vagyis ez a legkisebb
foku 1-féegytitthatés annulldlé polinom. Az f-hez
tartozé és egyértelmtien 1étez6 h Hermite-polinom
igy els6foku, vagyis h(x) = cx +d alakt, melyre
f(A) = h(A) = cA+dL Mivel h(A) = f(A) és
p(A) = O, ezért

(h+p)(A) =h(A) +p(A) = f(A) + O = f(A),

de hasonloképp (h+2p)(A) = f(A) is igaz, vagyis
létezik olyan méasodfok polinom, melybe helyettesit-
ve A-t f(A)-val azonos eredményt kapunk, de ilyen
masodfoki polinom tobb is van, ez mar nem egyér-
telmi.

6.75. Az A € C"™*™ matrixra lim A" pontosan ak-
n—oo

kor konvergens, ha vagy p(A) < 1, vagy p(A) =1,

ahol A = 1 az egyetlen sajatérték a spektralkoron, és

a A = 1 geometriai és algebrai multiplicitdsa azonos.

E tétel feltételeinek nem felel meg az

11 1

0 1+ 1 1
1 3.

0 0 1-3i 1

0 0 0 0

métrix, mert |} £ §1| =1, igy az 1 sugart spektral-
koron az 1-en kiviil mas sajatérték is van. A

S o o
S O R =
O NI = =
Ni— O =

matrixnak az 1 kétszeres algebrai multiplicitdst sajat-
értéke, de a sajataltér span((1,0,0,0)), ami 1 dimen-
zi6s, igy a hatdrérték itt sem létezik. Ezt masként is
lathatjuk, hisz a bal fels6 2 x 2-es [(1) H blokk a hat-
vanyozds sordn mindig 6nmagéaval szorzédik, azaz
AF Dbal felss blokkja [} Hk = [§ %], igy [AF]1p — oo,
ahogy k — co. A tobbi métrixnak létezik a hatarérté-
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ke. Fejben szamolva latszik, hogy az

1 1 1

} 000 prdio1o1

1100 0° 1-li1 1
3 A 2 2

21 L ool”®" 0o "o 1

3 2 1 % 0 0 0 3

matrixok spektralsugara 2/3, ill. 1/ V2, azaz mind-
kettd kisebb 1-nél, igy a matrixhatvanyok hatérértéke
1étezik és mindkét esetben

lim AF = 0.
k—o0
Az

10 0 1
01 0 1

A=
00 1 1
000 %

matrixrél lathaté, hogy az 1 algebrai és geometri-
ai multiplicitdsa is 3, tehat létezik a hatarérték, ami
megegyezik az 1-hez tartoz6 Py spektralvetitvel. Mi-
vel A lathatéan diagonalizélhat6, ezért Pq-et ki tud-
juk fejezni a spektrélfelbontast tartalmazoé

Pi+ Pry=1I
1

P -Pr=A
1+2 2

egyenletrendszerb6l. A mésodik egyenlet kétszeresé-
bél kivonva az els6t kapjuk, hogy

10 0 2
_ 010 2|
Pr=2A-T=1, ¢ 1 | = {mA~
0000
Végiil az
1 1 1 1
0 i 1 1
A= 2
00 11
0 0 0 0

maétrixnak az 1 a spektralkérén van, és mivel az al-
gebrai multiplicitdsa 1 a geometriai meg legfoljebb
annyi, mint az algebrai, de legaldbb 1, igy az algeb-
rai és a geometriai multiplicitds megegyezik. Tehat
létezik a hatarérték, ami egyenld az 1-hez tartozé Py
spektralvetitével. Ellentétben az el6z6 métrixszal, ez
nem diagonalizélhat6, mert az 1/2 kétszeres algebrai
és egyszeres geometriai multiplicitdsy, igy a spektral-
felbontas nem segit. A P; spektralvetit6 meghatdroz-
hat6 abbol, hogy O(A —I) mentén vetit N'(A —I)-re.
Mivel

11 1

A-1= 2 =10 0 1 of,
0 0 = 1 00 0 1
0 0 0 -1

ezért N (A —1I) = span((1,
span((1,—1,0,0), (1,1,
titbmatrixra tehat

0,0,0)), OA-1) =
—1,0),(1,1,1,-1)). A Py ve-

1 1 1 1 110 0 0]
1
Plozlllzoooov
o] o -1 1 0lo 0 0
ol 0 0 -1 0]0 0 0
M 0001 1 1 117"
000O0¢(0 -2 1 1
P1: 1
000oO0ff0 o -1 1
000 0|0 0 o0 -1
(1 2 6 9]
0000
“ 1o 0 0 0
0 0 0 0

6.76. A Neumann-sorokrdl szol6 tétel szerint egy
A € C"™™ métrixra a

YA
n=0

sor pontosan akkor konvergens, ha p(A) < 1, és ez
esetben

i A" =(1-A)"L
n=0

Az a) és c) esetén a spektrélsugdr 1, d) esetén nagyobb
mint 1, igy ezekben az esetekben a hatvanysor diver-
gens. A b)-beli A matrixra p(A) = % < 1, igy a hat-
vanysor konvergens, és egy matrixinvertdlds utan

2 0 0 0
o 9 3 00
A" = 2
EO 585 8 3 0
1254 171 24 3
6.77. a) Haszndljuk fel, hogy
1 2 10

\3/} "= ’ \’7; h=— ’ C/; ®) = .
V3= v V9 o7 V= i

Az f(x) = J/x jeloléssel f(8) =2, f'(8) = {5 = 7,
f1(8)/2! = — sy = — ks, f(8)/3! = 525 = 38
igy

1
8 1 0 0]° [2 »5 —25?132 5o
08 1 0 _|0 2 55 251132
00 8 1 0 0 2 3
000 8 0 0 0

b) A matrix egyetlen sajatértéke A = 4, Jordan-
felbontasa gyorsan kiadédik, mert az (1,0,0) vektor-
bél indul egy Jordan-lanc:

6 -1 -3

=|-1 5 2

2 -1 1
(1 2 1] 4 1 o]lfo 2 1
=11 -1 0|]0o 4 1/lo 1 1
1 2 o|llo 0o 4|1 0o -1



Mivel (e2*) = 2¢%%, (ezx)” = 4e%*, ezért az f(x) =
2% jeloléssel f(4) = e8, f/(4) = 28 f”(4) = 4e8. Ha
A CJC1, akkor €24 = CeJC T,
410 e 2e8 1.4e8
exp|[2]|0 4 1 =0 &8 2e8
0 0 4 0 0 ed
1 2 2
=ef 0 1 2,
0 0 1

-1 21 1 2 2 02 1
A= 1 -1 o||efjo 1 2 01 1
-1 20 0 0 1 1 0 -1
3 -2 —4
=eflo 3 2
2 -2 -3

c) Lathatéan Ay = 3 az egyik sajétérték A matrix
jobb als6 2 x 2-es részébol a |°—F 74z x| = (2 —x)? de-
termindns alapjan a masik két sajatérték A3 = 2. A
Jordan-felbontas:

3 4 —4 1 4 0(3 00|10 4
0 0 4|=1]0 -2 1]]0 2 1|0 0 -1].
0 -1 4 0 -1 0[]0 0 2|0 1 -2

Bar — példaul a differencidlegyenletrendszerek meg-
oldasaban fontos szerepet jatszo e fiiggvényben — a
t véltozo, valéjdban az ef* fiiggvényben x helyébe he-
lyettesitjiik az A matrixot, igy amikor kiszdmitjuk elx
derivéltjait, t-t paraméternek kell tekinteniink, mert x
szerint derivalunk. Tehat ( *) = tel*. A sajatérték
A =3és)y = 2 igy az ™| _, =¥, | _, =e¥,
(e™*)'|,_, = te? értékekre lesz szuksegunk Mlvel
A—cellc1, s

ezért
1 4 o]l[e¥ 0o o]t o 4
eA=10 —2 1[0 e t?| |0 0 -1
0 -1 0[]0 0 e*|f0o 1 -2
et 4te?t 43t — 402t — 8te2t
=0 e -2t 4te®!
0 —tet et 4 2te?t

d) A maétrix egy Jordan-blokk, sajatértékei Ajp3 =
7, a cos flggvénynek és derivéltjainak értéke 7r-ben
rendre cosm = —1, cos’ 1 = —sinm = 0, cos”’ T =
—cosm =1,1igy

T 1 0 -1 0 3
cos |0 © 1| = 0 -1 0
0 0 m 0 0 -1
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6.78. a) A karakterisztikus polinom x(x) = (x +1)2,
a minimalpolinom ennek osztéja. Mivel az x 41 poli-
nomnak nem gytke az A matrix, ezért a minimalpo-
linom p(x) = (x +1)?, és igy az Hermit-polinomot
p(x) = ax + b alakban keressiik. Az f(x) = x*"?% és a
p(x) fiiggvények és els6 derivaltjaik értékeit keressiik
a —1 helyen:

= 1=p(-1)=—a+b

Innen a = 2023, b = 2022. gy

A% — p(A) = 2023A +2022 -1
-1 2 1 0
=2023- [ 0 _1| 2022 {0 1}
| -1 4046
o -1
b) A matrix sajatértékei Ay = =2, A3 = —4, de

a —4 geometriai multiplicitdsa is 2, igy a mdtrix dia-
gonalizalhatd, azaz Jordan-féle normadlalakja diago-
nélis, igy a minimélpolinom masodfokt (konkrétan
pa(x) = (x +2)(x +4), bér ezt nem fogjuk haszn4l-
ni). Igy az Hermite-polinom els6fokt, azaz p(x) =
ax + b alakd, mely eleget tesz az f(—2) = p(—2) és
az f(—4) = p(—4) feltételeknek, azaz

EbbSla = 1(e 2 —e ), b = 2e72 — e~ adodik, igy
A=A+l = %( 2 e A4 (272 —e

1 -3 2 1

= E(e_2 —e )| 1 =2 1|+ -
-1 -2 -5
| €41 222-2 -1
27 e2 —1 282 62 -1
“l1-e2 2-22 3-¢

c) A feladat azonos az el6z6 feladatbeli c) kérdés-
sel, igy felhasznalhatjuk abbdl a megoldésbdl, hogy a
sajatértékek Ay = 3 és Ay3 = 2, és hogy minden sa-
jatértékhez egyetlen Jordan-blokk tartozik, igy a ka-
rakterisztikus és minimalpolinom azonos, harmadfo-
kd. Most azonban Hermite-polinommal folytatjuk.
Az Hermite-polinom legfeljebb méasodfok lehet, az-
az p(x) = ax? + bx + c alakt. Az f(x) = e'¥ ésa p(x)
értékei a matrix spektruman

fB)=¢* =p(3) =9a+3b+c,
f(2) = :p(2) =4a+2b+c,
f(2) =te = p'(2) =4a+0.
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Ennek megoldésa
a=et — 2 _ e

b= —4¢ + 462 + 5t

c = 4¢3 — 362 — 6t

Innen
et 4te2t 43t — 42t — 8t
aAZ +bA+cl = | 0 e2f —2te?t 4te?t
0 —te? et + 2te?

%oz

ami azonos az el6z6 feladatbeli megoldassal.

6.79. El6szor belatjuk, hogy det(e®) = e"(A), Legyen
A € C"", melynek spektruma o (A) = [Ay,...,A,],
Jordan-felbontédsa A = CJC~1. J féatlojaban az A sa-
jatértékei szerepelnek, el féatlsjaban az e, ..

értékek. J és igy el is fels6haromszog-matrixok, ezért

, e/\n

dete) = eMeM2 . el = eMitAattdn — otr(D),

Maésrészt A ~ J, és a nyom invaridns a hasonl6-
sdgra nézve, tehat tr A = trJ, masrészt det(e®) =
det(CeJC1) = det(e)), vagyis

det(e®) = det(el) = &)
_ etr(A)'

Tekintstink az R”-ben egy egységkockat, és élvek-
torait kicsit véltoztassuk meg. Mennyi lesz az igy
kapott paralelepipedon térfogata? Az

det(I+¢A) ~ 1+etr(A)

becslés azt mondja, hogy a térfogat megvaltozasa
dontéen (elsé rendben) csak az élvektorok irdnyaba
esd véltozastol fiigg (a tobbitsl csak masodrendben).
S6t, ez tetszbleges paralelepipedonra is kiterjeszthe-
t6, hisz a

det(B) det(I + ¢A) ~ det(B) + etr(A) det(B)

azt jelenti, hogy a B oszlopvektorai altal kifeszitett
paralelepipedon térfogata az élvektorok kis megval-
toztatasa esetén dontGen (elsé rendben) csak az élvek-
torok irdnyaba esd valtozastol fiigg (a tobbi iranyba
es6tol csak masodrendben).
6.80. Ha h(x) = p(f(x),g(x)) figgvény definial-
va van az A spektrumadn, akkor van olyan H és P
polinom, hogy h(A) = H(A) és p(f(A),g(A)) =
P(A). Mivel H és P megegyeznek A spektruman,
igy H(A) = P(A) (bar az nem biztos, hogy egy adott
konstrukciéval kapott H és P polinomokra H = P,
csak az, hogy megegyeznek A spektruman). Altala-
ban megtehetjiik azt, hogy az adott fliggvényazonos-
sagot 0-ra rendezziik, igy h(x) = 0, a masik oldalt
pedig a benne szereplt fliggvények polinomjaként ir-
juk fel.

a) f(x) = cos?(x), g(x) = sin?(x), p(u,0) =
u+v—1,igy h(x) = cos® x +sin’x — 1, ahol h(x) = 0.

Nyilvan mindkét oldal értelmezve van minden négy-
zetes komplex matrix spektruman, igy O = cos? A +
sin? A — I, azaz cos? A +sin? A = L.

b) f(x) = e, g(x) = cosx +isinx, p(u,v) =
u—v, h(x) = e* —cosx —isinx. Innen ¢4 =
cos(A) +isin(A).

0 flx) = ¢, g(x) = ¥, p(u,v) =
h(x) = e‘e™* — 1, ahonnan az el6z6ekhez hasonlé-
anefe ™A =1
6.81. ) A = S — T, ahol S invertdlhatd, és itera-
ciéval keressiik az Ax = b megolddsat, amelyre
Bx + S~ !b, ahol B = SIT. Az iteraci6 az
Xy = Bx;_1 + S~ 'b. Ez linedris, mivel

uv — 1,

X =

hk :Xk—X:BXk71+S_1b—X
=Bx._1+S (S—T)x—x=Bx;_; — Bx
= B(xx_1 —x) = Bhy_;.

Tehat ez az iteraci6 linedris.

b) Ha p(B) < 1, akkor Y5> B = (I — B) !, tehat
létezik az I — B inverze. [gy A =S — T = S(I - B) is
invertalhato, hisz invertalhaté matrixok szorzata, te-
hat az Ax = b egyenletrendszer egyértelmtien meg-
oldhat6, és x = A~'b. Mésrészt az iterdci6 lépéseit
visszavezetve xo-ig, és felhasznélva, hogy p(B) < 1
miatt BX — O

X = Bxk—l + S_lb
=B+ (I+B+...+B s b ~
limx, = (I-B)"!S"'/b=A"b =x.
k—o0

Tehat p(B) < 1 esetén az iteraci6 valoban konvergens
és az egyenletrendszer megolddsahoz konvergal.

c) A négyzetes A matrix (soronként) domindns f6-
atloja (1d. a 6.28. feladatot), ha

|aii| > Y |al-
J#

Legyen el6szor S = D = diag(a11, a2, ..., 4nn) (Ja-
cobi-iterdci6). S csak akkor invertdlhato, ha a;; # 0
(i=1,2,...,n). Megmutatjuk, hogy ha A dominans
f6atloja, akkor p(B) < 1. Mivel x; = Bx;_1 + S~ 'b,
ezért S-sel val6 beszorzéds utdn az Sx;, = Tx,_;+ b
kifejezésb6l az x; vektor i-edik koordinétéja

bi — Xj4i aij[xx1];
aj '

[X¢]i =

Vildgos, hogy a B = S~IT minden soraban az ele-
mek abszolut értékének Osszege kisebb 1-nél, hisz a
B matrix i-edik sorara
i laij| 3 lagj| Yy laj
Il 7l ||
Ha (A, x) sajatparja B-nek, és x legnagyobb abszolut
értéki koordinataja x;, akkor

|ajj| |ajj]|
|Axi| = 2 |tl]| |X]| < Ixi‘ Z |{1]| < ‘xi‘/
L j7i 14i

<1




tehat [A| < 1, azaz p(B) < 1. Igy dominans f&atléja
A maétrixra a Jacobi-iteracié konvergens.

Ezutdn legyen A = D+L+U, S = D+1L,
T = —-U, B = (D + L) }(-U) (Gauss-Seidel-itera-
cid). A féatlébeli elemei nem nulldk, kiilonben D + L
nem lenne invertédlhat6. Mivel

xp = (D+L)(-U)x_1 +(D+L)" b,
ezért D + L-lel szorozva és atrendezve
Dx; = b — Lx; — Ux;_1.
Innen az x; vektor i-edik koordinatéja

bi — Ljci aij[xi]j — Ljsi aij[xe 1]
aj

[X¢]i =

Tegyiik ezutan fel, hogy A domindns f&atléja. Meg-
mutatjuk, hogy p(B) < 1. Ha (A, x) sajitpérja a B =
(D + L)' (—U) métrixnak, és x legnagyobb abszoltt
értékii koordindtdja x;, akkor (D + L)~ (—U)x = Ax,
azaz —Ux = A(D + L)x. Az egyenl8ség két oldaldn
all6 vektorok i-edik koordinatdja —u = A(d + 1), ahol

u = Zaijxj, d= aiiXi, | = Za,]x]

j>i j<i
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Mivel |x;| > |x;| minden j indexre, ezért

ul + 1] <

Y aijx;

i>i
< |xi|(2\ﬂzj| +Zﬂz‘j) < |xiillajil
j>i j<i

= |dl,

_|_

2 4ij%j

<t

amibdl

uf <ld[ =l =ld+T=1]= [l <|d+1]+ 1] =]
=ld+1],

azaz |u| < |d+1|, és igy az |u| = |A||d + 1| egyenl6-
ségbdl

|ul
|d+1]

Tehét p(B) = p((U+ L)1 (—U)) < 1, és igy az itera-
ci6 konvergens.
E két iterdci6 nem csak a dominans f64tléju mat-

Al = <1

rixokra konvergens. Példaul a Gauss—Seidel-iteraci6
konvergédl az Ax = b egyenletrendszer megoldasa-
hoz tetszbleges pozitiv definit A matrixra (1d. a 8.37.
definiciét) és tetszéleges xq indulé vektorral.



