7.1. ¢) hamis, a tobbi igaz. Ha A invertdlhat6 matrix,
akkor lehet egy attérés matrixa, nevezetesen az osz-
lopvektorai akotta B bazisrdl a standard bézisra, azaz
A = Ag_p. gy a B = ATA jeloléssel

Xy =xtye = (Agepxp) AccBYs

= xp(Aé pAcc B)YSB
by-b; by-by ... bi-by
by-b; by-by ... by-by
=X : : . : ¥B
by by by by ... by-b,
:X%By[g.

A hamis allitdsbol hidnyzott, hogy A-nak invertalha-
ténak kell lennie.

7.2. 1) Az R téren az (x,y) = cxy miivelet skaldris
szorzés, ami 4altalanosithato: ha ¢ > 0, akkor a /cI
egy attérés matrixa, és igy a B = (\/cI)T(\/cl) = cI
matrixszal

xy)=xBy=cx'y=cx-y

skaldris szorzas.
b) Az

() ()= =1 T

miivelet nem skaldris szorzés, mert
((1,-1),(1,-1)) = -2,

ami ellentmond S4-nek. Masként fogalmazva az
[% %] matrix nem pozitiv definit, ami abbdl is latszik,
hogy determindnsa —3, igy nem lehet minden sajat-
értéke pozitiv.

c) Az

((x1,x2), (y1,¥2)) = 3x1y1 + 4x1y2 + 2202
miivelet nem szimmetrikus, azaz ellentmond S1-nek,

mert altalaban

((x1,%2), (1, Y2)) = Bx1y1 +4x1y0 + 22212
# <(]/1/]/2)/ (x1/x2)>

((0,1),(1,0)) =0, {(1,0),(0,1)) = 4.

7.3. E skaldris szorzas a standard bazisban van meg-
adva, és a G matrixhoz megkeressiik azt az

a ¢
b d
matrixot, melyre G = ATA. E feladatra kés6bb &l-
talanos moédszert is megismertink (1d. 8.46. tétel), itt

azonban megelégsziink egy matrixelemekre vonatko-
z0 egyszer(i egyenletrendszer felirdsaval:

I -5

A=

a? 4 b2
ac + bd

ac + bd
2+ d?

3x1y1 + 4x011 + 2%y, példdul
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Egy lehetséges megoldds és annak inverze

a b 2 1 5 0 -1

c d}_{l of A _{—1 2}
{(2,1),(1,0)} bézisban az R?
standard matrixszorzasanak a feladatban megadott
(x,y) = x' Gy szorzas felel meg. Mivel A a & + B
attérés matrixa, ezért A~! az B « &, egyuttal az
& + A &ttérés matrixa, ahol A = {(0,-1),(-1,2)}.
Ez tehdt az a bézis, melyben a feladatbeli skaldris

szorzés standard alakavd vélik. Ellenérzésképpen az
x = xg = A~ x4 helyettesitéssel

Eszerint a B

(xy) =x"Gy = x"ATAy = (A""x4)TATA(A "y 1)
=x(A7)TATAA 'y 4

7.4. a) és d) igaz, a tobbi hamis.

a) A pontosan akkor énadjungalt, ha A = A" =
AT, azaz ha A = AT. d) Ekkor f6atlobeli elemei
egyenl6k konjugaltjukkal, tehat valésak. b) A transz-
pondltrél tanultakhoz hasonléan (AB)" = BMAM.
c) Komplex A matrixra nem a sortérnek, hanem az
A" oszlopterének merélegese a nulltér. (Valés mat-
rixokra S(A) = O(AT) = O(AM), azonban komplex
matrixokra O(AH) = S(A).

7.5. a) A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenl6t-
lenség komplex terekben is érvényes alakja

[y < lIxlyll,

az abszolut érték nem hagyhato el, hisz komplex sza-
mok nagysag szerint nem hasonlithaték tssze.

b) A Pitagorasz-tétel megforditdsa csak valds te-
rekben igaz, komplexekben nem, azaz abbdl, hogy
Ix+yl? = [Ix]|?> + [lyl|?>, nem kovetkezik komplex
terekben, hogy x L y.

c) A haromszog-egyenl6tlenségnek ez az alakja
igaz.

7.6. a) Mivel a B bézis vektoraibdl képzett

1 1
A=
matrix a B-r8l £-re valé attérés matrixa, ezért

1 1
Xg = Agpxg = [2 J XB,

igy
x-y = xtye = (Axg)"(Ayp)
= x{;ATAyB
5 3
= XB 3 2 yB

5x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 2x212,
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ahol xg = (x1,x2) és yp = (y1,y2) jeloli a két vektor
B béazisbeli koordinatas alakjat.

b) Hasonl6an az el6z6 ponthoz xg = Ag. pxp, és
x -y =xLye = x3ATAyp ahol

1 -1 0 20 -1
Ac.p= |1 1 —1|,Al_zAec5=1| 03 0|
0 1 1 -10 2

Tehat a B bazisban a kovetkezd képlettel szamithat6
a skalaris szorzat:

2 0 —1 1
y
x~y=[x1 X X3] 0 3 O [y
-1 0 2| |y

= 2x1Yy1 + 3x2y2 + 2X3Y3 — X1Y3 — X3Y1-

7.7. A 7.3. feladatban konkrét példan lattuk, és asze-
rint altaldban is igazoltuk, hogy az A~! oszlopvek-
torai alkotta bazis megfelel6. Ez nyilvéan altaldban is
igaz R"-ben.

7.8. Mivel O(A) L N (AH) és O(A") L N(A), ezért
O(A) L N(A) pontosan akkor 4ll fenn, ha O(A") =
O(A), vagy ami vele ekvivalens, ha N'(AH) = NV(A).

Ha AAM = AMA, akkor

O(A) = O(AAY) = O(AHA) = 0(AM),

ami ekvivalens azzal, hogy O(A) L N(A). De a
forditott iranyt implikdcié nem igaz, példaul bar-
mely invertalhaté métrixra O(A) L N(A), de az
AAM = AHA 6sszefiiggés nem 4ll fenn mindegyikiik-

re, példaul az
1 1
0 1

7.9. a) Az ortonormalitds igazoldsdhoz a skaldris
szorzatok az Osszes lehetséges modon elvégzen-
dok, ez 44+3+2+4+1 = 10 szorzéast jelent, pl
((1,0,0,0),(1,0,0,0)), {(1,0,0,0),(1,1,0,0)) értéke:

matrix ilyen.

1 -1 0 o] [1]

-1 2 -1 of|o
[1000} 0 -1 2 -1 0_1’

| 0 0 -1 2|0

1 -1 0 o] [1]

-1 2 -1 of |1
[1000] 0 -1 2 -1 0_0'

| 0 0 -1 2|0

De két métrixszorzéssal is ellenérizhetd mindez, ha
C jeloli a bazisvektorokbol &ll6 matrixot, G a skalar-
szorzatot megad6 matrixot, akkor fenn kell éllnia a
BTGB = I egyenl6ségnek:

1000 1-1 0 0]ft111
1100 (-1 2-1 0[[0111]_,
1110 0 -1 2 -1/loo1 1| ™
1111 0 0-1 2[|0o001

b) Az u és v vektor tavolsiga a d(u,v) =
V/ (u—v,u—v) képlettel szdmolandé, ahol u —v =
(=1,-1,—-2,-2). Mivel e vektor normdjénak négy-
zete

1 -1 0 o] [-1
-1 2 -1 0| |-1
[’1 -1 -2 *2] 0 -1 2 -1 |-2 =5

0 0 -1 2 ([-2

igy a két vektor tavolsédga /5.
¢) Az u és v szogének meghatdrozasihoz sziikség
van a két vektor hosszara:

1 -1 0 O 0
1 2 -1 0 0
a2 = [0 0 -1 —1] 0 -1 2 -1l |4 -2,
0 0 -1 2|]|-1
1 -1 0 0f]|1
1 2 -1 0f |1
2= —
G LI A A B R by
0 0 -1 2| (1
igy |[u|| = V2, ||v|] = 1. Masrészt
1 -1 0 0] |1
-1 2 -1 0| |1
vy =loo -1 1|7 T, ||| =1
0 0 -1 2|1
ezért
_ (wv) -1
oW = v T v
azaz a két vektor szoge (u,v), = 37 /4.
7.10. Mivel
2 3 L3 3, # 3 8]
X7 = = = — —x*dx = |=— — = .—
<xx 4x> fo-gta a3
1 1
“1 1"

ezért e két polinom meréleges a megadott skaldrszor-
zdésra nézve.

7.11. Egy pdaros és egy pdratlan fliggvény szorzata
pératlan, és paratlan fliggvény integralja egy orig6-
ra szimmetrikus intervallumon 0, ezért

1 v .
/_1fg—/_1g o

tehat (f,¢), = (g h)y = /2, azaz f L gés g L h.
Ugyanakkor

o1 (5, 1]t 1
/th—/;x(zx)dx—[?ﬁ,,—a

tehét (f,h), = /3, azaz 60°.



7.12. A harom fliggvény paronként mer&leges, hisz
27T 27T
/ absinxdx:/ accosxdx
0 0

27T
:/ besincosxdx =0
0

fuggetlentil a, b vagy c értékétdl.
Az a konstansfiiggvény akkor lesz egységnyi
hosszi, ha

1= /027'[ a?dx = 24%7,
amib6la =1/ \/277'( A bsin fliggvény akkor lesz egy-
ségnyi hosszu, ha
1= /Oznbzsinzxdx =
amib6l b = 1/+/7. Hasonloképp
1= /Oznczcoszxdx =cn

amibdl ¢ = 1/+/7. Tehét az

1 1 1
—, —=sinx, —
Var' Jm NG
fuggvények paronként merSleges egységvektorok a
megadott skaldrszorzassal definialt euklideszi térben.

Ccos x

Hasonl6an igazolhat6, hogy barmely k,I,n € N+
egész értékre k # | esetén

<L icoskx> = <i isir1kx> =0
\/ZH’\/E N \/27r’ \/E o

1
cos kx, cos lx> =

< 1
\/>
1 1
<ﬁ sin kx, ﬁ smlx> =0,
1 1 .
<— coskx, — smnx> =0,
T LG
<L coskx, — 1 cos kx> 1,
T LG
1

Ezeket a fliiggvényeket hasznaljuk a 27t szerint perio-
dikus fliggvényeknek egy sorozattal val6 jellemzésére
(Id. Fourier-féle sorfejtés).

7.13. Az aldbbi levezetés masodik sordhoz C3, a ko-
vetkez6hoz C2 alkalmazésa sziikséges (felhasznalva
aztis, hogy —1 = —1):
Ix+yl? + [x = yl* =
= (ox) + (xy) +
+ (%) + (x, —y) +
= (x) + (xy) + (y,%) +(y,y)
+(xx) = (xy) = (v, %) + (v, y)
=2(x) +2(y,y)
=2||x|* + 2[ly||*.

(x+yx+y) +
(y,x) +(y,y)
(—=y,x)+

(x—y,x—y)

-y, -y)
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7.14. Az els6 formula igazoldsabol:

Hu+vH2 ={(ut+v,u+v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v)
= [[?| + [[v]* +2 (u,v).

Hasonléan, C3, C2 és végiil C1 alkalmazasaval:

|u—v|? = (u—v,u—v)
= (u,u) — (u,v) — (v,u) + (v,v)
= @[+ V][> =2 (w,v).

E kett6 alapjan:
1
4 (= v)2 = fju—v|?)
142 2 2 2
= 1 (1920 + 1912 + 2w, v) = [u?] = |v]? +2 (u, )

1
=5 @)
— (u,v),
ami igazolja az allitast.

7.15. 1) A megfelel6 polarizaciés formuldba helyet-
tesitve a megadott értékeket

1
(w,v) = 5 (Jlu+ vl = [l = v]?)
1
=5(28-4-16) =4,
amibdl
(u,v) 4 1
cos(a) = =—=_
[ulllvl ~ 24~ 2

igy « = % (& = 60°).
2) Itt a masik polarizaciés formulat hasznaljuk:

1(62 —62) =0,

(w,v) = ;

3 (vl = u—v]?) =

tehat a két vektor merdleges egymdsra, azaz « = 7.

7.16. A polarizaciés formuldk egyike szerint

fl 2 2 2
(wv) =3 (JutvP=u=|v?),

masrészt a valés euklideszi terekre adott példak kozt
lattuk, hogy az A, B € R™*" matrixokra az

(A,B) =tr(ATB) = Za,] i

formula skalaris szorzést definial. Igy

tr(ATB) = - (tr((A+B)"(A+B)) — tr(ATA) —

I\)M—‘N\'—‘

(18 —9—9) =0.

Tehat e térben A és B mer&legesek.

tr(BB))
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7.17. A definici6 alapjan

. .H 2+i
[2_1 1] |
{1—1 —i]H 1+i —i
i1 i1
.qH
12_+211 :[2—1 1+2i].

7.18. A héarom skaldris szorzat 0, —3i és 6, ui.

(241,2—1) - (2+i,—2+1)

H
il [2+i] g 12+
2| |—24i _[2 24 5
—2-)2+i)+2+i)(-2+i)=5-5

=0
(242i,3 —2i) - (2 —i,i)

= (2+2i)(2—1)+ (3—2i)i

= (2-2i)(2—1)+ (3+2i)i
=2-6i+3i—2

= —3i

(241i,3—1i,i)- (2—1,141,i)
=2+1)2-1)+GB-1)A+i)+i-i
=2-1)2-1)+@+i)(1+1i) —i2
=3—4i+2+4i+1

=6

7.19. Kifejtve az ||x + y||*> négyzetet kapjuk, hogy
Ix+yl* = (x+yx+y)
= (%) + (xy) +(y,%) +(yy)
= [x|* +2Re (x,y) + [Iyll*,
ahonnan
_1 2 ixli2 — 11vl2
Re (x,y) = 5 (Ix+yl? = I = llyl?) -
A masik formulédhoz ||x + y||? kifejtésével
Ix—yl* = (x—y,x—y)
= (xx) = (xy) = {y,x) +{y.y)
= |x|[> — 2Re (x,y) + Iyl
Igy Ix+y[* = [[x — y||I* = 4Re (x,y), amib6l

_1 2 iy _vl?
Re (x,y) = 7 (Ix+yIP = Ix—y[?).
Mivel Im (x,y) = Re (x,iy), ezért
(x,iy) = Re (x,y) +iIm (x,y) = Re (x,y) +iRe (x,iy)

1
= (Ix+yl2 = Ix-yl?)
1. . .
+ 51 (Ix+iyl? = IIx—iy|?)

1 . . . .
= 3 (Ix+yI2 = lIx = yI? = illx+ iyl +illx - iy]?).

7.20. a) Az S* a balra tolés, azaz
S*I (a(),ﬂl,...) — (111,612,...),

ui. bdrmely a,b € 02 vektorra

(o]
(S*a,b) = ) dipib;
k=0

=mby +axby + ...
=ag0+a1by +azb1 + ...
= (a, Sb)

Legyen H = S + S*. Ekkor

(Ha,b) =0+ a1by +ag +axby + a1 +azby + ...
= @by + dghy + @by + @by + @by + . ..
= mbo + agby + azby + a1by +azby + . ..
=a9(04by) + a1 (bg + bp) + (b1 +b3) + ...
= (a, Hb),

tehdt H* = H. Hasonl6képp az F = S — §* leképe-
zésre

(Fa,b) =0 —a1by +ag — agby +a; —azby + ...
= —aiby + aghy — @by + @by — A3by + ...
= —(atbo — agby + azby — ayby +azby —...)
= —(ag(0—by) +ay(bg —by) +az(by — b3) + ...
= —(a,Fb) = — (F*a,b),

azaz F* = —F.
7.21. Tekintsiik a C" és C™ euklideszi tereket a stan-
dard skaléris szorzéssal. A lineédris A: C" — C™ le-
képezés adjungdltja az a B linedris leképezés, melyre
(Bx,y) = (x, Ay). Ha A matrixa A, akkor B métrixa
AM, ui.
(x, Ay) = x"Ay = x"(A")"y

= (AM)My

= <AHx, y> .
Legyen V a végtelenszer differencidlhaté és négyze-
tesen integralhaté R — C fliggvények tere az

(f.8) = /jofg, vf.g

skaldrszorzattal.
zik, hogy barmely f € V fiiggvényre

Az integralhatésagukbol kovetke-

1i£1f:1_ir£f:0.



Tehédt a D-hez van olyan linearis transzformdci6, ne-
vezetesen —D, melyre (f,Dg) = (—Df,g), tehét a
D-nek létezik adjungéltja, a —D, igy az ferdén 6nad-

jungélt.
/ 79

(%)= [ s =[7e]"
[T

- [ Fe=-|r¢
= <D2 f, g> .
Tehat D? adjungéltja 1étezik, és megegyezik D>-tel,

ami igy onadjungélt. Végiil vizsgéljuk meg az —iD
operétort.

(f,—iDg) / f=ijg = [(-ifs]”

i(Df,g) = (—iDf,g).
Tehdt —iD 6nadjungalt.
7.22. Levezethet6 S3-bol is, hisz ha (0,0) = d, akkor

d=1(0,0) =

ami csak d = 0 esetén 4ll fenn. (S1-nek nem mond
ellent semmilyen d érték, igy abbdl nem vezethet? le,
hogy d = 0.)

7.23. Ha ismerjiikk mindkét kéd generatormatrixat,
melynek sorvektorai az altér egy bazisit adjik, be
kell latnunk, hogy e bazisvektorok mindegyike merd-
leges mindegyikre — beleértve magat is. Igy barmely
két linearis kombindaci6juk is mer6leges lesz egymds-
ra. Ehhez elég ellen6rizni, hogy a megadott G gene-
ratormétrixra GG' = O. Az a) feladatban meg van
adva G, a b) feladatban

+/ fig

(0,0 +0) = (0,0) + (0,0) = 2d,

G= [1 2] < F2.

Egyszer(i métrixszorzés igazolja, hogy a GG' = O
fennéll mindkét esetben. Ez azonban csak azt igazol-
ja, hogy a C kéd dualisara C < C*.

a) Az, hogy egy x € 5 vektor mersleges-e C min-
den vektorara, azaz benne van-e a N'(G) nulltérben,
annak eldontésével ekvivalens, hogy Gx = 0 fenndll-
e. Mivel a nulltér dimenzi6jat e homogén egyenlet-
rendszer szabad véltozéinak szdma adja meg, ami
1(G) = 4 miatt 8 — 4 = 4, ezért dimC+ = 4, tehat
C = C*. (A Hamming-kédra vonatkozéan 1d. a 2.69.
feladatot.)

b) Mivel a Gx = 0, azaz az x1 + 2xp, = 0 Osszes
megolddsa az x; = t paramétervdalasztdssal x, =
—x1/2 =2x1 = 2t,azaza N'(G) = span((1,2)), tehat
C=Ch

A bizonyitdsok befejezése kovetkezhet a a 7.24.
feladat b) pontjdban bizonyitandé dim C + dim C+ =
n Osszefliggésbdl is, ui. az a) esetben n = 8, dimC =
4, {gy dimC+ = 8 —4 = 4, azaz , és hasonléképp a
b) esetben n = 2, dimC = 1, igy dim¢Ct=2-1=1,
azaz C = C*. De pl. a kiegészitett Hamming-kédra
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vonatkoz¢ allitas igazolhat6 csak e kodok definici6ja-
ra és a Hamming-kéd 1-hibajavit6 voltara hivatkozva
is, csak a kédokra vonatkozé érveléssel is, amit az
Olvaséra hagyunk.

7.24. a) Vilagos, hisz az Ax = 0 megoldasai ponto-
san azok a vektorok, melyek mer&legesek S(A) = W
minden vektorara, és ez épp W-.

b) Az Ax = 0 egyenletrendszer megoldasai a sor-
tér merSlegesét adjak, és mivel a kotott és szabad val-
tozok osszege n, ezért dim W + dim W = n.

c) fgy ha W = W+, akkor dim W = dim W+ =k,
ésigy k+k =n,azaz k= dimW = 7.

d) (W+)+ > W nyilvanvalé, viszont ha dim W =
k, akkor dimW+ = n —k, végil dim(W+)+
n—(n—k) = k. Tehat dim(WhH)L = dimW, igy
wht =w.

7.25. Indexeljiik a véros lakéit 1-t6l v-ig, bizottsagaik
legyenek B; (i = 1,2...,b), a Bj-hez tartoz6 b; € IF5
karakterisztikus vektort definialjuk a kovetkez&képp:

1, hajeB;, (j=12,...,0),
[bi]; = o
0, egyébként.

Mivel két bizottsdg kozos tagjainak szdma péros, és
tagjainak szdma is pdros, ezért b; - b; = 0 minden i
és j esetén. Igy a b; vektorok paronként merSlegesek
egymadsra. Mdsrészt azonban minden vektor énma-
gdra is merGleges, igy a by, by,..., b, vektorok &ltal
kifeszitett WV altér barmely x és y vektorara

X'y= (X1b1 +...+Xbbb) . (ylbl +...+ybbb)
L]
Eszerint a VV altér minden vektora meréleges az altér
minden vektordra.

A dimenzibtétel szerint, ha V olyan euklideszi tér,
hogy V+ = {0}, mérpedig F§ a standard skaldris
szorzattal ilyen, és W < V egy tetszbleges altér, ak-
kor

dimV = dim W + dim W

Ennek azonnali kovetkezménye, hogy ha W olyan
altér, melynek minden vektora mer6leges az altér
dsszes vektordra, azaz W < W+, akkor

dim W < % dim V.

Ez abbdl adédik, hogy a dimenziététel szerint
dimV = dimW +dimW*+ > 2dimW. Igy
dim W < v/2, az altér nullvektortél kiillonb6z6 eleme-
inek szama tehat legfoliebb 21772/ — 1. E becslés éles,
hisz egy v elemi halmazbdl |v/2| pér képezhetd, e
parok osszes nem {ires részhalmazainak szdma meg-
egyezik a fels6 becsléssel. Mondjuk ezt kapjuk, ha
minden bizottsdgnak hazasparok a tagjai, és minden-
ki hazas (kivéve esetleg egyetlen embert, aki egyik
bizottsagba sem kertil be).
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7.26. a) x € IR" tikorképe a H hipersikra y, ha
egyrészt projy, X = projy, y, masrészt x — projy x =
projy x —y. Innen y = 2proj, x — x. Mdsrészt
projyx = x — proj,x = x—nn'x = (I —nn")x.
Mindezeket osszevetve

y = 2(x — proj, X) — x = X — 2proj,, X

= (I—2nn")x.

Az n = b/||b|| helyettesités igazolja az

bb'
y = (I —Z—b.rb) X
Osszefiiggést.

b) Ab = (1,-1,1,1) vektort normélva kapjuk,
hogy n = %(1, -1,1,1), igy

1000 1 -1 1 1
0100/ 2/-1 1 -1 -1
T — 2
I=2nn 0010l 4|1 -1 1 1
0001 1 -1 1 1
11 -1 -1
1111
T20-11 1 -1
11 -1 1

c) Egy A altérre valo6 tiikrozés definiciéjdban lema-
solhatjuk az a) pontban mondottakat: Az x € R" tii-
korképe az A altérre y, ha egyrészt proj 4 x = proj4 y,
maésrészt x — proj 4 x = proj 4 x — y. Innen

y =2proj 4 x —x = 2A(ATA)TATX — x
= <2A(ATA)‘1AT - 1) X.
Tehat a teljes oszloprangt A matrix oszlopterére val6

merdSlegesen tiikrozo linedris transzformacié matrixa
2A(ATA) AT — 1L

7.27. A merGleges vetités matrixa a b = (1,2,2,4)
egyenesére
1 2 2 4
. bbT 1 |2 4 4 8
PO = pTp 25 (2 4 4 8
4 8 8 16

A b normélvektora H hipersikra valé merdleges ve-
tités matrixa

24 -2 -2 —4

bb" 1 -2 21 -4 -8

Profy =I1-4mp =25 |2 4 2

mig a tiikrozés matrixa

bb" 1 (-4 17 -8 -16
T=1-2 =254 -8 17 —16
-8 —-16 -16 -7

Az x = (6,7,7,4) vektor normalvektor egyenesére es6
merdleges vetiilete proj, x = (2,4,4,8), a hipersikra
es6 merGleges vetiilet projy, x = (4,3,3, —4), a tiikor-
kép Tx = (2,—1,—1,—12).

7.28. a) Hamis. b) Igaz. c) Igaz. d) Hamis. e) Igaz.

a) Ha A € R teljes oszloprangt métrix, akkor
A(ATA)"'AT az A oszlopvektorai altal kifeszitett alt-
érre valé mer6leges vetités matrixa. Ekkor A Gram-
matrixa ATA, ami egy k x k-as invertdlhat6 matrix.
Amennyiben A oszlopvektorai ortonormalt rendszert
alkotnak (az ilyen matrixra mondjuk, hogy szemior-
togonalis), akkor a Gram-matrix az egységmatrix, igy
a vetitématrix AAT.

d) A pontosan akkor mer&leges vetités matrixa, ha
vetités matrixa és szimmetrikus, azaz A2 = A = AT.

7.29. Mindhdrom allitas igaz.

7.30. Az els6 hdrom matrix vetités matrixa, az utolsé
nem. A masodik és harmadik matrix szimmetrikus,
igy merbleges vetités matrixa.

7.31. a) Az A(ATA) 1 AT képlet alkalmazasaval:

3 1 1 -1
1 1 3 -1 1
1 -1 3 1|’
-1 1 1 3
mig a b) esetben
M 0 1 0 1 0]
01 0 1 0 1
1 0 1 O 1 0
Tlo 1 0 1 0 1
n .. ..
1 0 1 O 1 0
10 1 0 1 0 1]

7.32. Ha P vetités matrixa, akkor pontosan akkor me-
r6leges e vetités, ha P = P". Ha P = PM, akkor
NP = N(P), és mivel O(P) L N(PH), ezért
O(P) L N(P). Ha pedig O(P) L N(P), akkor
N(PH) = N(P). Mivel P2 = P, ezért P(x — Px) =
Px — P?x = 0, tehat x — Px € N(P), igy x — Px €
N(P) = N(PH) = O(P)*+, igy x — Px L O(P). Tehat
P merdleges vetités matrixa.

7.33. Azu = (1,0,2,0), v=(1,22,1),x=(1,0,1,2)
jelolésekkel a Gram-matrix és a b vektor:

(u,u) (w,v)| |5 5 b— (x,u)| |3
(v,u) (v,v)| |5 10" " |[(xv)| |5
A megoldand6 Gec = b egyenletrendszer és megol-
dasa

G =




A merbleges vettilet

g1l =

1
projx = cju+cyv = 5

SN O
(&3]

= NN =

N O &= W

7.34. Lathato, hogy a teret kifeszit6 hdrom vektor pa-
ronként mer6leges. Mindegyik hossza 3, igy az e; =
1(2,1,0,2), ex = 3(-2,2,0,1), e5 = £(1,2,0,—2)
vektorok ortonormalt bazisat alkotjak az altaluk ki-
feszitett térnek. fgy az x = (1,2,3,4) vektor e térre
es6 merdleges vettilete

e

(ex - x)ex = 12e7 + 6e; —3e3 = (1,2,0,4).

k

1
Szdmolhatunk tgy is, hogy az

2 -2 1
111 2 2
A_§ 0 0 0
2 1 =2

matrixra ATA =1, igy a merdbleges vetités matrixa

10 0 0
0100
AATA) TAT = AAT = ,
(A7A) 0000
0 0 0 1

ahonnan azonnal leolvashat6 a mer6leges vettilet.
7.35. Ha A = [v1]vy|...|v,] szemiortogondlis, azaz
oszlopvektorai ONR-t alkotnak, akkor ATA = I, més-
részt az A-t oszlopaira, az AT maétrixot sorvektoraira
blokkositva — ahogy azt a 129. oldalon a 4. pontban
lattuk — a mer&leges vetités matrixara

k

AATA) AT = AAT =) viv]

i=1
adodik.
7.36. a) Igaz. b) Hamis. ¢) Hamis. d) Igaz.

b) és c) nem lehet igaz, hisz mas tér alterei,
pl. N(A) < C", N(AA") < C", O(A) < R",
O(AHA) <R™

Az a) és c) egyszerre igaz vagy hamis, hisz egyik a
masikbol megkaphat6 az A és az AH felcserélésével.

a) Az N(A) = N(AHA) igazoldsdhoz megmutat-
juk, hogy ha x € N'(A), akkor x € N (AHA), ui

xEN(A) ~ Ax=0 ~ AMAx=0
~ x € N(A"A).
Forditva, ha x € N'(A"A), akkor x € N(A), ui
x € N(A"A) ~ AMAx =0 ~ xHA"Ax=0
~ (Ax)-(Ax) =0 ~ Ax=0.
A fenti kitlintetett alterek mer&leges kiegészitd alterei

is azonosak, azaz O(A") = O(AHA), ha A € C"™*".
(Ld. késBbb a 7.48. tételben.)
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7.37. a) Legyen S € S egy szimmetrikus, F € F
egy ferdén szimmetrikus n-edrendti matrix. Mivel
tr(ATB) az azonos index®i métrixbeli elemek szorza-
tdnak Osszege, ezért

(S,F) = tr(STF)

Zsljfl] Z Sz]fl]

i<j

sijfij) =0,

ugyanis f; =0, s;; = s;j és f;; = —fij.

b) Az A matrix S-re es6 merGleges vetiilete az
a szimmetrikus S matrix, melyre A—S 1 S. Az
S = J(A + AT) valasztds megfelel, ugyanis S szim-
metrikus, hisz (A 4+ AT)T = AT+ (AT)T = A+ AT
Masrészt A—S=A — J(A+AT) = J(A—AT), ami
ferdén szimmetrikus, igy merSleges S-re. Az A mat-
rix F-re es6 merSleges vetiilete %(A —AT), ami az
el6z6khoz hasonléan igazolhaté.

c)Mivel S L F ésbarmely A € R"*" matrix el6all
egy szimmetrikus és egy ferdén szimmetrikus matrix
Osszegeként, valamint SN F = {0}, ezért R"*" =
S ® F. Megjegyezziik, a szimmetrikus és ferdén
szimmetrikus matrix 0sszegére valé bontés egyértel-
miisége, valamint a terek dimenzidira valé hivatko-
zas is haszndalhat6 az 4llitds bizonyitdsaban. Utébbi
esetén ui. dim(S) = In(n+1),dim(F) = In(n—1),
és n( +1)+ n( +1) = n? = dim(R"™").

7.38. Az {1,x, x2} nyilvan fliggetlen rendszer, igy ba-
zisa a legfeljebb masodfokt polinomok alterének. A
Gc = b egyenletrendszer felirdsahoz el6szor kisza-
mitjuk a Gram-matrixukat. Ehhez csak hatvanyfiigg-
vények integraljdra van sziikség, ami fejben is szé-
molhat6, rdaddsul G szimmetrikus:

(L1 (Lx) (1,x%) 1 3 3
G=|(x1) (xx) (x2%)|=15 % |,
21 (2x) (2] |
és hasonloképpen
(L) s
b= | (uat) | = |y
@2 |
A rref[G|b] matrix
1 311 100 3/3
ef |21 1 Ll=1]0 1 0 -32/35|,
TR B T 00 1 12/7

ahonnan a Gc¢ = b egyenletrendszer megoldésa
(3/35,—32/35,12/7), igy a keresett polinom

(x) = i—2354—12362
P 3% 35 7

Hogy lassuk is, dbrazoljuk az x* fiiggvényt és a p(x)
polinomot. Jol lathaté a jé kozelités a [0,1] interval-
lumon:
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3 32 12.2
3B BHXtTX

7.39. a) Legyen A: V — W linedris leképezés és te-
kintsiik a Bw: V — K; v = (w, Av),,, leképezést. Ez
linedris, hisz Bw(cu + v) = ¢Bwu + Bwv. Riesz rep-
rezentacios tétele szerint létezik olyan by € V vektor,
hogy minden v € V vektorra Byv = (bw, v),,. Defi-
nialjuk az A* leképezést a kovetkez6képp:

AW =V, w— by.

Ekkor tehat (A*w, v),, = (w, Av),,. Be kell még lat-
nunk, hogy A* linedris. Legyen ¢ € K, w,z € W,
v € V tetsz6leges. Ekkor

(A*(ew +2),V)y, = (W + 2, Av)yy
c(w, Av)yy, + (2, Av)yy,

C(A*wW, V), + (A%z,v)y,

= (cA*wW+ A%z, v)y,

Mivel ez minden v € V vektorra fennall, igy
A*(ew+2z) = cA*wW+ A'z,
tehat A* linedris. Végiil

(w, Av)yy, = (A%w, V),
= (v,A*w)V (A**v, W)y
Vv,

:(w

ami igazolja, hogy A** = (A*)* = A.

b) Legyen az A: V — W linedris leképezés mat-
rixa az ortonormélt (B,C) bazisparban A = [a;j] €
K"*" az A* leképezésé a (C,B) bézisparban X =
[xl‘]‘] € K™*™, Mivel

m n
Ab] = Ab] = Z ak]-ck, A*Ci = XCi = Z inbk,
k=1 k=1

ezért

m
Lli]' = <Cir Z tlk]'Ck> = <Ci/Abj>W

w

rem), (L),

= <X/'1'bj,b]'>v = in
Tehat A = XM, azaz X = AH.

c) Egy ortonormalt bazisparban A matrixét jelol-
je A, akkor ImA = O(A), Ker A = N(A), igy
Im(A) = Ker(A*)* és Im(A*) = Ker(A)* azonna-
li kovetkezménye a linedris algebra alaptételének —
figyelembe véve az el6z6 pont eredményét, mely sze-
rint A* métrixa AH.

d) Legyen p(x) = ax+10, q(x) =
(A*p,q) = (p, Aq) alkalmazaséhoz

1
(p, Aq) = / (ax +b)(dx +c)dx

—/ dax?

*dﬁ +5 (bd +ac) + be
1 1
= (Eaer) c+ (§a+§b) d.
Legyen A*p = A*(ax +b) = ax + . Ekkor
1
(A"p.q) =/O (ax + B) (cx + d) dx
1
= /0 <1xcx2 + (Bc+ad)x + [%d) dx

cx+d. Az

+ (bd + ac)x + bc> dx

= %crx—l— (Bc + ad) + pd

— (%rx—i—i,@)C—&-(%rx—kﬁ)d

A két eredmény Osszevetésébol

1 1 1 1 1 1
3itab=g0tl gatab=guatp

amib6l

« = 4a + 9b, —4b, azaz

p=-2a
5
(4a 4+ 9b)x — 30~ 4p.
e) Legyen a D: P, — P, esetben p(x) = ax +b.
A D: Py — Pq esetben D*: P; — P,, ekkor legyen
p(x) = a. Mindkét esetben legyen D*(p) = ax + §,
és g(x) = cx + d. Keressiik a D* leképezést, melyre

A*(ax+b) =

(D*p,q) = (p, Dq).
Az elsb esetben
1
<Pr D17> = /0 (llx + b)cdx = %(ZC + be,
-1
(D*p,q) = /0 (ax 4 B)(cx +d) dx

%zx—l—%ﬁ)C—i—(%tx—&-ﬁ)d



a masodik esetben

1
(p.Dq) = /0 acdx = ac.

Az egytitthatok osszehasonlitasbol az elsd esetben

1 1 1 1

ga—l—iﬁ— Eu—i—b, Etx—i—,B—O,
amelynek & = 6a 4 12b, B = —3a — 6b a megoldasa,
azaz

D*(ax +b) = (6a + 12b)x — 3a — 6b.

A maésodik esetben az egyenletrendszer

1 1
*0(4’5,[3—%,

1
3 EDC‘F,B—O,

amelynek « = 124, f = —64, azaz

D*(ax + b) = 12ax — 6a.

Annak igazoldsa, hogy végtelen dimenzids eset-
ben nem létezik a D derivéltleképezésnek adjungélt-
ja, alkalmazzuk a parcidlis integral képletet:

(D*p.q) <M>—/ pq'
A r/q
= p(1)q(1) — p(0)q(0) — (Dp,q) ~
((D*+D)p,q) = p(1)g(1) — p(0)4(0).

Rogzitsiik a p polinomot, és amennyiben létezik D*,
legyen h = (D* — D)p. Eszerint van olyan h polinom,
hogy minden g polinomra

(h,q) = p(1)q(1) — p(0)q(0).

Ilyen h polinom azonban csak a hi(x) = 0 lehet, hisz
mikézben a jobb oldal csak ¢(0)-t6l és g(1)-tol fiigg, a
bal oldal 1 # 0 esetén q mds értékeitsl is. Egyttal az
is latszik, hogy ha R[x]-nek azt az alterét tekintjiik,
melybe a p(0) = p(1) feltételt is kielégité polinomok
tartoznak, akkor a D* + D = 0, létezik D*, konkrétan
D* = —D, azaz D ezen a téren ferdén szimmetrikus.
7.40. 1) Igaz. 2) Hamis. 3) Hamis. 4) Igaz. 5) Igaz.

2) A normalegyenlet helyesen A"Ax = AM'b.

3), 4) Komplex matrix kittintetett alterei k6zt nem
szerepel az S(A) tér, helyette az O(AM). Ezek va-
16s esetben azonosak. A minimaélis abszolat érté-
k@i optimdlis megoldds — mely mindig létezik — az
O(AM) = S(A) térbe esik.

5) E minimadlis abszolat értékii optimalis megol-
dés egyenl6 az AT b szorzattal (épp e tulajdonsdggal
definidltuk az A pszeudoinverzét).

7.41. A normdlegyenlet

1 1
2 2

el B el
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Az Osszes megoldas

4
0

-2
1

X = + t.

A sortérbe es6 (minimdlis abszolat értékii) egyetlen
optimalis megoldas % = (4/5,8/5).
7.42. A sortérbe esd (minimadlis abszolat értékd)
egyetlen optimélis megoldas % = (3/2,0,1/2).

Az egyenletrendszer b&vitett matrixanak redukalt
lépcs6s alakja azt mutatja, hogy az egyenletrendszer
inkonzisztens:

1 2 1 5 1 0 1/3 0
rref | -1 1 0 O|=1|0 1 1/3 0
1 5 2 1 0 0 0 1

Az optimdlis megolddsok tehdt nem kaphaték meg
az egyenletrendszer megolddsaval. Az egyenlet-
rendszerhez tartoz6 normalegyenletet ATAx = ATb,
melynek 6sszes megolddsa megadja az eredeti egyen-
letrendszer 6sszes optimalis X megoldasat! A normal-
egyenlet bovitett matrixa és annak redukalt 1épcsts
alakja

3 6 3 6
1 5
rref |6 30 12 15| = [(1) (1) 12 Jj
312 5 7

Innen a normélegyenlet dsszes megoldédsa, azaz az
eredeti egyenletrendszer 6sszes optimalis megoldédsa

5/3 —1/3
x= |16| +t|-1/3
0 1

A normalegyenlet megoldasabdl latjuk, hogy a null-
teret az (—1/3,—1/3,1) vektor fesziti ki, igy a sortérbe
es6 megoldas merdleges e vektorra, igy kielégiti az

1
—3%-
egyenletet. Ezzel kiegészitve a normalegyenletet, il-
letve elég a vele ekvivalens redukdlt 1épcs6s alakbol
szdrmazo6 egyenletrendszert, kapjuk a kovetkezd bo-

vitett matrixot és annak redukalt 1épcsés alakjat:

1
§y+Z:O

1 0 13 5/ 100 12
0 1 15 el ™o 1 0 o0
13 —1/3 1 0 00 1 1/2

Tehat % = (1/2,0,3/2).
7.43. Az A 1V — U linearis leképezés pszeudoinver-
zeazaz AT : L{ — V leképezés, melyre b € U esetén

A'b 1 Ker(A) ésb— A(ATb) L Zm(A).
X+ Ker(A b+ Im(A
/7 Im \\
Ker(A Im(A)
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7.44. Legyen A : V — U egy linedris leképezés, ahol
U és V euklideszi terek.
a) Az X leképezés pontosan akkor pszeudoinverze
az A linedris leképezésnek, ha
1. x L Ker(A) esetén X(Ax) = x,
2. z 1 Im(A) esetén Xz = 0.
b) Ha A linearis leképezés két véges dimenzios valés
vagy komplex euklideszi tér kozott, akkor

AAT = projIm(A) és ATA = projKer(A)l .

7.45. 4) ATb a minimélis norm4jt optimalis megol-
dés, az dsszes megoldds pedig eléall ATb + N (A)
alakban. Be kell tehat latnunk, hogy 1) (I, — ATA)y
minden vektora N (A)-ba esik, és 2) minden N (A)-
beli vektor megkaphat6 igy. Egyrészt

A, —ATA)y = Ay — AATAy = Ay — Ay = 0,

masrészty € N (A) esetén (I, —ATA)y=y—-0=y,
tehat mindkét feltétel teljestil.

b) Visszavezethetd az el6z6 pontra, ha ellendriz-
ziik, hogy (AT)* = (AT)T. Erre tobb méd is adédik,

egyik a Moore—Penrose-tétel feltételeinek ellenérzése.

7.47. Mindharom 6sszefiiggés a Moore-Penrose-tétel
feltételeibe valo egyszerti behelyettesitéssel igazolha-
to.

7.48. a) y=08x+1.6,b)y=—8x+64,
c)y=0.6x+22.

7.49. a) Ha y = 0, akkor az adatok tdbldzata a kovet-

kez6:
x |0

z |3

1 2
1 3

A z = b+ mx egyenletrendszer megoldésait keres-
siik, ahol az ismeretlenek b és m. Az egyenletrend-
szer az x és z értékeinek behelyettesitése utdn

b =3 1 o], 3

b+ m=1 ~ 11H_1,
m

b+2m=3 12 3

ami inkonzisztens. Az optimdlis megoldasaihoz a
normalegyenletet kell felirni:

{1 1 1} 1 2 [b}[l 1 1]‘;’
0o 1 2 1 2 m 01 2 3
vagy az adatokat az
?zlxi b _
Yl xf| |m

altalanos alakba helyettesiteni. Mindkét médon a

-

Y xizi

n [ Z?=1 Zj
Y X

egyenletrendszert kapjuk. Ennek megoldésa (b, m) =
(7/3,0), azaz z = 7/3 a keresett egyenlet.
b) x = 0 esetén a tablazat

N <=

1
1

NN

0
3
Ezek a pontok sincsenek egy egyenesen, igy itt a nor-
malegyenlet az

n Vil b _ | Bz
Z?:l Yi Z?:1 yiz m Z?:1yizi

altalanos alakbol

B

egyenletrendszerre vezet, melynek (b,m) =
(5/2,—1/2) a megolddsa, azaz a regresszids egyenes

egyenlete
1 5
z2=—5x+ 5.

c) Végiil keressiik azt az a + bx + cy = z egyenletii
sikot, melynek a megadott (x;,y;,z;) (i = 1,2,...,5)
pontoktol val6 tdvolsdgai négyzetdsszege minimalis,
azaz linedris regressziét végziink a z valamint az x és
y véltozok kozott! Ha ez az 6t pont egy sikra esik,

akkor a pontok kielégitik a kovetkezd egyenletrend-

szert:

a4 =3 10 0 3
a + c=1 1 0 1| [a 1
a +2c=2 ~ (1 0 2| |b] =12
it b 1 1 1 0| |c 1
a+2b =3 120 3

Ez inkonzisztens, igy az egytitthatématrix transzpo-
naltjaval val6 beszorzds utdn kapott normalegyenlet:

5 3 3| |a 10
3 5 0| |b|=1]7
3 0 5] |c 5

Ennek megoldasa (a,b,c) = (2,1/5,—1/5), azaz a reg-
resszids sik egyenlete

1 1
zf2+gx—gy.

7.50. Az
) 2 3_ ..
ap +a1x; + axx;y +asx; =y;

egyenletekbdl (i = 1,2,...,n) 4ll6 egyenletrendszer
matrixszorzatos alakja

2

1 x x x a0 Y1
2 .3

1 x x5 x 0 Yo
R R I

1 m x% O 1% Yn



ahol n a mérések szama. Az ehhez tartozé normaél-
egyenlet az egyiitthatématrix transzponaltjaval valé
szorzéssal kaphat6 meg, melynek alakja

2 3
1 1 x1 x7

1 1 ap
Xy X2 x5
X1 X Xn 2 2 M2 |m
X2 %2 x2 : ay
3 .3 3
X x x 2 .3 |a
1 2 nl |1 x, x5 x; 3
1 1 ... 1 n
v ox o x| [¥2
X2 x3 X2 !
3 3 3
x; X3 Yl |y,
ami a matrixszorzasok elvégzése utan az
2 3
nooYax XXy XXy |ao YiVi
2 3 4
Yaxi  Xpxp Ypxy Yixi| |(m Y xXiyi
2 3 4 5 = 2
Yaxy o ixy Xpxi x| |a2 Y X7y
3 4 5 6 3
Yuxy o Xy Mix) Xy as Y XY

alakot olti. Igazolhaté a Vandermonde-matrixokrol
szerzett ismereteinkkel, hogy ez az egyenletrendszer
mindig egyértelmtien megoldhat6, ha van legaldbb
négy kiilonbo6z6 x; érték a mért adatok kozt.

7.51. Az els6 matrix teljes oszloprangt, igy pszeudo-

inverze

+ -1
i1_211]i1 {211]
Lo 1o, 110

12 3]f2 11

S 3|-3 61 10

Q=
o
w
I
w

+
{10—1} é? [10—1} 5(1)
01 1 B RN CE R N
B (1)(1)1[21}
32
21
1
11

(A feladat sajtéhibéaval jelent meg, az a matrix in-
vertdlhat6, igy nincs sziikség pszeudoinverzre. A ki-
tlizni tervezett feladatban a harmadik matrix bazis-
felbontasa az els6 kettd szorzata.)

A harmadik matrix determindnsa 0, igy nem in-
vertdlhatd. Bazisfelbontasa

2 1 -1 2 1
1 1 0_11[(1)(1)_1],
1 0 -1 10
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igy pszeudoinverze

12 17 +2 17
10 -1
N T
10 10

-1 1
[ 1 1
:% 1 5 —4
-1 4 -5

7.52. (2,2,0) a minimdlis abszolut érték{i optimalis
megoldas. Hasznéljuk az el6z6 feladat eredményét!
Az egylitthatématrix pszeudoinverze

21—1+1211
110 =515 4
10 -1 1 4 -5

1 2 1 1] {5 2
5 1 5 —4| (5| =12
-1 4 5|3 0

7.53. a) Ha transzponaljuk a Moore —Penrose-tétel
(7.65. tétel) egyenleteit, eredményiil az AT pszeudo-
inverzére az A" transzponaltjat kapjuk.

b) Mivel AA™ az oszloptérre valé merdleges ve-
tités, azaz minden b vektorra b = Projo(a) b =
(AA*)b, és O(A) L N(AT), ezért

ATb =AT(b+N(AT)) = ATb = ATAATD.

c) Legyen projy5) b = b, ¢ = Projo(a) ¢ ATb =
x € O(AT), Ax = ¢, igy ATc = x. Ekkor AA™b = ¢
és igy (AAT)Tc = b, tehat AT(AAT)*c = ATb = x.
Ezt 6sszevetve azzal, hogy Atc = x, kapjuk hogy
At = AT(AAT)*. A maésik azonossdg hasonl6képp
igazolhat6.

Masik megoldast kapunk a kovetkezd d) pont
alkalmazésaval: AT(AAT)T AT(AT)TAY, de
AT(AT) T = Projo(ary, és A" az O(AT) térre képez,
ezért AT(AAT)T = AT,

d) A Moore —Penrose-tétel (7.65. tétel 1), b), c), d))
egyenleteibe val6 behelyettesitéssel igazolhatdak az
allitasok. PL. (ATA)* = AT (AT)*, ui.

b
1) ATAAT(AT)TATA 2 AT(AHTATA = ATA,
b
b) AT(AT)FATAAY(AT)" 2 A*(AT)FAT(AT)
— A+(AT)+,
o) (ATAAT(AT) T = AT(AT)TATA,
d) (AT(AT)TATA)T = ATAAT(AT)T.

Hasonl6an igazolhaté a méasik sszefiiggés is.
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e), f) A 7.48. tétellel igazoltuk a két Osszeftiggés
kozépss egyenldségét. N (AT) = N(AT) az AT de-
finici6 miatt azonos, N (A™T) = N(AA™) pedig azért
igaz, mert ha z € N(AT), azaz ATz = 0, akkor
AATz = 0is fennéll. Az oszlopterek e terek merd&le-
ges kiegészito alterei, ami implikalja egyenl6ségiiket.

7.54. Ha X, Y € R™", akkor (X,Y) = tr(X"Y) =
Yijxijyii = vec(X)vec(Y), igy [X[|F = ¥j xizj =
|| vec(X)||?. Igy ha (X,Y) = 0, akkor igaz Piagorasz-
tétele, azaz | X+ Y|2 = ||X||2 + || Y|

Az ttmutatdsnak megfelelSen tekintsiik az

I-AX=(1-AA") + (AAT — AX)

felbontast, és vegyiik észre, hogy a két matrix oszlop-
tere merGleges egymdsra, ugyanis O(I,, — AAT) =
N(AT), O(AAT — AX) = O(A(AT — X)) = O(A),
igy O((Ly — AAT)T) = N'(A), azaz

(Ly — AANT(AAT —AX) =0 ~
(I—AAT, AAT — AX)
=tr ((In — AAT)T(AAT — AX)) =0.

Ekkor viszont hasznalhat6 Pitagorasz-tétele, igy

11— AX|[F = [[Tn — AAY|E + |AAY — AX]}
> [|ITn — AAT|Z,

és egyenléség csak akkor 4ll fenn, ha AAT = AX.
Eszerint X = AT +Y, ahol AY = O, azaz O(Y) <
N(A). De N(A)+ = O(AT) = O(AY), igy ismét
alkalmazhat6 Pitagorasz-tétele:

2 2 2 2 2
IX|IE = [|AT + Y[ = [ATIE+Y[E > ATl

ahol egyenl6ség csak akkor &ll fenn, ha Y = O.
Osszefoglalva: At az a métrix, melyre (1) az AX
matrixok koziil AAT van a legkozelebb I-hez, és (2)
mindazon X-ek koziil, melyek ugyanolyan kozel van-
nak I-hez, mint AA™, az A1 az egyetlen minimalis
abszolut értéki.
7.55. Alkalmazzuk a Gram-Schmidt-eljarast! EIl6-
szOr keresstink ortogonalis rendszert. Az ortogondlis
rendszer els6 vektora lehet by = a; = (1,4,4,4).

Az ortogondlis rendszer mdsodik vektorat tigy va-
lasztjuk, hogy span(aj, ap) = span(b1, by) fennélljon.

A

<b1 ’ a2>
I[by 2
képletet alkalmazva kapjuk, hogy

bzzaz— b1

1,4,4,4) - (—3,9,-2,6)
(1,4,4,4) - (1,4,4,4)

b, =(-3,9,-2,6) — ( (1,4,4,4)
=(—4,5-6,2).
A harmadik vektor megkaphat6 a

_ (by,a3) (b2, a3)
[[by ]2 [[b2]2

b3 = a3 b1 - b2

képletet alkalmazva:

(1,4,4,4) - (0,11, -6, —5)
(1,4,4,4) - (1,4,4,4)
(—4,5,—6,2) - (0,11, —6, —5)
~ (—4,5,-6,2) - (—4,5,—6,2)
= (4,6,0,—7).

bs = (0,11, —6,—5) — (1,4,4,4)

(—4,5,—6,2)

A vektorok hossza

1(1,4,4,4)| = V1+42 + 42+ 42 =7,
1(—4,5,-6,2) = V42 + 52 + 62 +22 =9,
1(4,6,0,—7)|| = /42 + 62 + 72 = V101.

fgy az ortonormalt rendszer harom egységvektora

1 1
-(1,4,4,4), =(—4,5,-6,2), ——(4,6,0,-7).
S48, 5 ) gr6.0.7)

N

7.56. A feladat megoldasa egy lépést kivéve meg-
egyezik az el6z6ével, és a bazis is azonos.
A Gram-Schmidt-eljards els6 lépésében b; =

a; = (1,444). A masodik lépésben b, =
(—4,5,—6,2). Az a3 azonban nem fiiggetlen az
{a1,ap} vektorrendszertdl, ui.
(1,4,4,4) - (—4,5,—6,2)
= (—4,5,— - 4
bs = (=4,5,-6,2) (1,4,4,4) - (1,4,4,4) (1,4,4,4)
(—4,5, —6,2) - (—4,5, —6,2)
— —4,5,—-6,2
(—4,5,—6,2).(—4,5,—6,2)( 5 =6.2)
= (0,0,0,0).

Ezért az a3, ill. a zérusvektort figyelmen kiviil hagy-
juk. A kovetkezd vektort a

<b1,a4> <b2,a4>
by = as — - .
T A T
(1,4,4,4)- (0,11, -6, -5)
- 0L =68 1,4,4,4
(0,11, -6, -5) (1,4,4,4) - (1,4,4,4) (1,4,4,4)
(=4,5,-6,2) - (0,11, 6, ~5)
(4,5-672) (-45,-62) > 762
= (4,6,0,—7).

Tehat az ortogonalis rendszer vektorai — ahogy az el6-
26 feladatban is lattuk

(1,4,4,4), (—4,5,—6,2), (4,6,0,—7).

7.57. A Gram-Schmidt-ortogonalizacié ugyanazok-
kal a képletekkel végrehajthat6, mint valésban, bar a
skaldrszorzds nem kommutativ, olyan sorrendet ad-
tunk meg, mely komplexre is mtikodik, azaz

b,t'aiH
H
b;'by

L, by(bjaj 1) i
biy1 =aj1— ) kT —a - Y. by.

H
k=1 bk by k=1



Eszerint by = (i,0,0), majd

i
i [_100} 1] i 0
i i o 1
[—ioo] o]
0

, [fi 0 0]
bs =

[<i 0 0] of -

=1|1i/2
—i/2
Innen az ortonormalt bazis:
I S IR U IR T
q1 0 s 92 \/E i ;93 \/E )
i —i
7.58. a) A legfoljebb masodfokd polinomok Ps teré-
ben az a; = 1, ap = x, a3 = x> polinomok bazist
alkot. Legyen by = 1.

<b1,ll2>
by = ar —
2T g2
fol 1-xdx
fol 12dx
— .1
= 5
Hasonléan
(by,a3) (bp, a3)
by = a3z — by — by
61117 6212

2 f011~x2dx17 Jo(x—3)-xPdx (x,l)
Jo 12dx Jo (x = 3)2dx 2

1
— a2 -
=X x+6.

Tehét e skaldrszorzatra nézve az 1, x — %, 22— x+ %
fiuggvények a P3 tér ortogonalis bazisat alkotjak.

b) Az ortonormdlt bazist megkapjuk, ha a bazis-
vektorokat normaljuk:

n(x) =1,
72(x) = V3(2x ~ 1),
g3(x) = V5(6x% — 6x +1).
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¢) Mivel

7 1
= dx = -,
€1 x"dx

0= /01 X (V3(2x —1))dx = %,

1
3= A X7 (vV/5(6x% —6x +1))dx = 7V5

1207
ezért a térre esd vetiilet
7 7 1
c1q1(x) + c2g2(x) + c3g3(x) = Ry
4 6 8
Ezt szemlélteti a kovetkez6 dbra:
y %7
b g+ i
\v X

7.59. El6szor végezziink Gram —Schmidt-ortogonali-
z4ciot az

1 2 0
2 21
-2 0 1

oszlopvektorain. Az ortogonalizdcioban kapott vek-
torokat most azonnal norméljuk! Az els6 oszlopvek-
tor lenormélva q; = 1(1,2,-2). A

by = ay — (qq,a2)q

—(2,2,0)— (%(1,2, 2). (2,2,0)) %(1,2,—2)
1
= (2, 2,0) — 5(2,4, —4)
1
—(42,4).

E vektor hossza (normadja) 2, igy a vele val6 osztas
utan a normalt vektor

b,

1
,=—= = 2(2,1,2).
2= [, =312
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Végiil

bz = a3z — (q1,a3)q1 — (q2,a3)q2

—(0,1,1) - <%(1,2, ~2)- (0, 1,1)) %(1,2, 2)

(2,1,2)

@[ =

_ (%(z, 1,2) - (0, 1,1))
=(0,1,1)

1
3

1
-0—-2(2,1,2
521,2)

=—(-2,2,1).

Mivel ez egységvektor, ezért

(-2,2,1).

Q=

qz =bz =

A Q =[q1 ]| q2 | q3] métrix lesz a QR-felbontds egyik
matrixa, azaz

2 o2
Q=321 2
2 2 1

1 1 2 =2 1 2 0 3 20
R=§ 2 1 2 2 2 1{=10 2 1
-2 2 1{]1-2 0 1 0 0 1
Tehat az A matrix QR-felbontésa
1 2 0 1 1 2 =2(|3 2 0
2 21 =3 2 1 210 2 1
-2 0 1 -2 2 1110 0 1
A mésodik maétrix
1 -3 0
4 9 11
4 -2 —6|’
4 6 —5

amelynek oszlopain a 7.55. feladatban latottol csak
az utols6 1épésben eltérs, de az ottanival azonos or-
tonormalt bazist ad6 Gram-Schmidt-eljards eredmé-
nyeként a

[ by b, b3
= |57 | Tour ||b3|\}
[1/7 —-4/9  4/v/101
~|4/7  5/9  6/V/101
~|4/7 —6/9  0/V101|°
4/7  2/9 —7/y101

matrixot kapjuk. Q ismeretében

R=0Q'A
[1/7 —4/9 4/vi01]'[1 -3 o0
_ |4/7  5/9  6/Vi01| |4 9 11
T 477 —6/9 o] |14 -2 -6
4/7 2/9 —7/V101] [4 6 -5
1/7 4/7  4/7 4/7 i’; 1(1)
=1| —-4/9 5/9 —6/9 2/9 4o 6
4/4/101 6//101 0 —7/4/101 4 6 s
(7 7 0
=0 9 9 |.
0 0 V01
A harmadik matrix
i 1 1-i
1 3 1-if,
0 0 2

oszlopait jelolje a;, ap, a3. A Gram—Schmidt-ortogo-
nalizacids eljarés els6 vektora b; = (i,1,0). Normalt

alakjat jelolje q1: q1 =

b,

1
3i

1

75(1,1,0). A

a3 — (qq,a2) q1

1 i
1{ 1
— =i 0}31 —h
V2 ol ) V2o
T i 2
—il1] = |2
0 0

Itt a komplex vektorok skaldrszorzatara vonatkozé
(x,y) = x"y képletet alkalmaztuk. A normalt vek-

tor

Végiil

o 1|
[

q2 =—0
V2 0

b3z = a3 — (q1,a3) q1 — (q2,a3) q2
1—1

1-—-1i

2i

0

2i

0].

| A
-5 [—1 1 0] 12—11 ﬁ(l)

1 N L R
- [1 —i 0] 12? 7 (1)

Osztva a normaéjéaval

b3

0
3= = |0].
B sl |



A Q matrix a Gram —Schmidt-eljarassal kapott orto-
normalt bazis vektoraib6l mint oszlopvektorokbol 4l-
16 métrix, azaz

a1 .
\{i V2 0 1 i1 0
Q=% 2+ 0|l=—721|1 i 0
V2 V2
o 0 i V2o va
Az R = Q"A képlet szerint
_. H
1 i1 0 i 1 1-—i
R=—|1 i 0 1 3 1-—i
V2 0 0 V2i| [0 0 2i
r H
1 —i 1 0 i 1 1-i
=— |1 -i 0 1 3 1-i
V2 0 0 —Vv2i 0 0 2i
V2 V2i =20
=10 2v2 —2i
0 0 2

7.60. A Gram—Schmidt eljaras els6 vektora az egyitt-
hatématrix els6 oszlopa, azaz by = (1,4,4,4). A
<b1/ a2> 1

b2

képletet alkalmazva megkapjuk a masodik vektort,
tehat

b2:a2—

1,4,4,4) - (=3,-2,9,6)
(1,4,4,4) - (1,4,4,4)

by = (—3,-2,9,6) — (
= (—4,-6,5,2).

Normalva a vektorokat q; = %(1,4,4,4), q@ =

§(—4,-6,5,2). Ebbtl

1/7 —4/9]

b bl |4/7 —6/9
Q:[Hblu Hsz]* 4/7  5/9
4/7  2/9)

Végiil az R kiszdmolhaté Q és A ismeretében:

1 -3
ATa | Y7 477 477 47| |4 -2
R_QA_{—ALM —6/9 5/9 2/9} 4 9
4 6

:[g ;]

Az Ax = b egyenletrendszer optimélis megolddsa
teljes oszloprangti A esetén x = R™1Q"b, azaz ese-
ttiinkben
-2
4/7 4/7 4/7| | 17
—-6/9 5/9 2/9| |-1
9

1/7

R
1o 9| |-4/9

(1,4,4,4)
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7.61. Teljes oszloprangt A esetén az AT matrix az
A = QR QR-felbontas ismeretében az AT = R~1QT
képlettel szamolhato. Igy

Ao |77 M a7 a7 a7
I () —4/9

~6/9 5/9 2/9
4)7 47 4/7}

119 -7 1/7

790 7| |-4/9 —-6/9 5/9 2/9
1 | 277 618 79 226
T 632 |—196 —294 245 98

[277 206 79 226}
— | 3969 1323 3969 3969
=74 72 "5 27
81 27 81 81

7.62. Minden Givens-forgatdsban két koordinata
egyike valik 0-v4, a tobbi érintetlen marad. Ha x; = 0,
és valamely j indexre x; # 0 (ilyen koordinéta van,
mert x # 0), akkor a span(e;, e;) sikban val6 90°-os
forgatas kicseréli az x; és x; koordinatakat, és az egyi-
ket —1-gyel szorozza, azaz ezutan az i-edik koordina-
ta nem 0. A tovébbi legfeljebb n — 2 nemnulla koor-
dindta eliminéldsara n — 2 forgatas elég, ez dsszesen
n—1. Ha x; # 0, akkor a span(e;, e;) sikokban valé
forgatasokkal (j # i) minden x; eliminalhat6, ez leg-
feljebb n — 1 forgatas. Mivel a forgatdsok nem valtoz-
tatnak a vektor hosszén, a végeredmény ||x||e; vagy
—||x||e; lehet, de az utolsé forgatds szogének megva-
lasztéséaval elérhets, hogy ||x||e; legyen.

7.63. A feladat megoldhat6 akar az Octave, akér a Py-
thon szimbolikus lehet6ségeit hasznélva, akar a Sage
programmal. Az ellen6rzéshez megadjuk a szamité-
sok eredményeit.

a) Householder tiikrozéssel egyetlen 1épésben: ha
az (1,2,—2,4) vektort a (5,0,0,0) vektorba akarjuk
titkkrozni, akkor az a = (1,2,—2,4) — (5,0,0,0) =
(—4,2,—2,4) vektorral mint a hipersik normalvekto-
réaval a Householder-tiikrozés matrixa

o2 112 4 1 -2
ala 5(-2 1 4 2
4 2 2 1

Givens-forgatasokkal a kovetkezd 1épésekben kap-
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hat6 meg a Q matrix

r 1 2
U B I IR
~% s 00 2f_| o
0 0 1 0] |2 -2
. 0 0 0 1 4 4
rv5 2
o0 -2 0] [V5 3
01 o0 o0|| of o
L 00 01 4 4
ro3 4
200 #[3 5
01 0 0] o] [o
0 0 1 of o] |o
4 3
-2 00 2|4 0
A harom matrix szorzata és hatédsa
1 2 _2 4
52 ? 5 5 1 5
e A
2 4 5 | =
- N I Il B
_4 _8 8 3 4 0
15 5 15 5

b) Householder-tiikkrozéssel: ha az (1,2,—2,4)
vektort a (0,0,5,0) vektorba akarjuk tiikrézni, akkor
aza=(1,2,-2,4) - (0,0,5,0) = (1,2,—7,4) vektor-
ral mint a hipersik normalvektoraval a Householder-
tiikrozés matrixa

34 -2 7 —4
aa" 1 |-2 31 14 -8
ala 35| 7 14 —-14 28

-4 -8 28 19

Givens-forgatasokkal a kovetkezd lépéseket kell

megtenniink:
r_2
-3v5 0 -tv5 0 1 0
0 1 00 2 | 2
iv5 0 —2v5 0f -2 [V5|’
I 0 0 0 1 4 4
(1 0 00 0 0
0 v5 % o|| 2 o
0 2 iv5 0| |Vv5| |3
0 0 0 1 4 4
(1 o o o] o 0]
01 0 of]|o] |0
oo £ %3 |5
o o & 3[4 o]
A hdrom matrix szorzata és hatédsa
_2 _1 -
R C Y NI
2 5 4
_2 V5 4 2 0
3 =
YoM 2| T s
e o8 3| 4] o
15 15 15 5 -

7.64. 1) A (4,3) vektort az (5,0) vektorba vivo forga-
tas a szogének szogfiliggvényei:

4
cosa =g, sina=-—

igy a forgatds matrixa

G— cosa —sina| 1 4 3
" | sina cosa| 5 |-3 4|’
E matrixszal

-tk -5

A (4,3) vektort az (5,0) vektorba viv tiikkrozés az
a = (50)—(4,3) = (1,—3) vektorra mer6leges hi-
persikra tiikroz (e hipersik az x — 3y = 0 egyenletti
egyenes). Bar elemi sikgeometriai eszk6zokkel is lat-
hatd, de inkdbb az n dimenziés térre is hasznalhat6
képlettel szdmolva

o1 [1 3] {;} {3} [1 ’3]

Igy

] | o

2) Givens-forgatasokkal el¢szor nulldzandé a har-
madik sor elsé eleme (a masodik sor els6 eleme mar
eleve nulla). A forgatématrix az els6 és harmadik sort
és oszlopot érinti:

(a,b) = (8,15), 1* =64 +225 =172,

/X*gfi inoc*fé*fE
oSk =L =gy ST TL T Ty
8 15

7w 0 8§ 3 —4
Ar=Q:1A| 0 1 0 0 4 2
15 8

-5 0 & [15 12 1
17 12 -1
=10 4 2|.
0 3 4

Az Aj-ben nulldzand6é a harmadik sor mésodik

eleme. A forgatématrix a masodik és harmadik sort



és oszlopot érinti:

(a,b) = (4,3), ' =16+9 =57,

COSIX*E*% sin —?* §
T r 5 Ty 5’
1 00 |17 12 —1 17 12 -1
Ay=QA; =0 221|044 2/=|05 4
0_341l0 3 4 00 2
5 5
8 15
70— |[10 017 12 -1
A=Q{QjA)=|01 0 (|02 -2|]|0 5 4
15 8
Bo &log #0002
8 9 12
v 17 17 17 12 -1
=QR=|0 4 -2||0 5 4
5 24 2|0 0 2
17 85 85
Ezutan a fenti matrix QR-felbontasat

Householder-tiikrozésekkel is meghatdrozzuk! Mi-
vel |(8,0,15)| = 17, ezért elészor a (8,0,15) vek-

tort kell a (17,0,0) vektorba tiikrozni. Legyen
a=(8,0,15) — (17,0,0) = (—9,0,15), igy
2
Q =H;=I-—aa
aTa
1 0 O 2 -9 [ ]
=10 1 0| ————=—= ol [-9 0 15
0 0 1 81+ 225 15
1 0 0] . 9 0 -15
=10 1 O 1 0 0 0
0 0 1 —15 0 25
1 8 0 15
15 0 -8

L8 0 1B][8 3 4
A=QA=—|0 17 o||o0 4 2

17 15 0 -8 |15 12 1
17 12 -1
=10 4 2
0 -3 —4

A jobb als6 2 x 2-es blokkot alakitjuk tovébb.
|(4,-3)| = 5, igy (4,-3) — (5,0) = (—1,-3) = a

2 10 21 3
Hy=1- —aa' = - =
2 ata’? [o 1} 10 {3 9}

14 -3
5(-3 —4
1 of
Ay = QA = {0 Hz]Al
1 0 o0f ({17 12 -1 17 12 —1
=0 % -2||0 4 2/=|0 5 4
0 -2 —2||0-3 -4 00 2
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Végiil a QR-felbontds

A =(Q{Q})A; = QR

1 1 1 1 1 1
1 w w? wd w1
11w W Wb W2(n-1)
vk W3 Wb o° PCICES VI
11 w1 2n=1) ,3(n-1) . w(nfl)(nfl)_
ahol w = exp(—21) és igy @ = exp(2Z). E matrix

s-edik és t-edik oszlopanak skaldrszorzatdhoz a ko-
vetkez6 Osszeg meghatdrozasa sziikséges:

n—1 n—1 n—1
Z wkeotk — Z wk otk — Z wlt—s)k
k=0 k=0 k=0

_n has=t,
0, has#t.

Ha s # t, akkor egyszer(ien a mértani sorozat 9sszeg-
képletét alkalmazzuk. Legyen [ = t — 5. Ekkor

nl_l
Pt o+ D ¥ —0,

hisz w" = exp(—2mi) = 1.

7.66. Ha a megadott vektorok linearisan Osszefiig-
g6k, akkor k-ndl kisebb dimenziés alteret feszitenek
ki, igy a k dimenziés térfogat 0. Ha A oszlopai li-
nedrisan fliggetlenek, akkor legyen A = QR a teljes
QR-felbontds. Az R oszlopai egy k dimenzids para-
lelepipedont feszitenek ki az IR" els6 k standard egy-
ségvektora altal kifeszitett altérben. Jelolje Ry az R
els6 k sora alkotta részmatrixot. Ennek determinansa
megegyezik az R oszlopvektorai altal kifeszitett pa-
ralelepipedon mértékével. Az ortogondlis Q e para-
lelepipedont kifeszit6 vektorokat egy azonos mérté-
kii paralelepipedonba viszi, tehat a keresett mérték
detRy. Mésrészt

\/det(ATA) = | /det(RTQTQR) = |/det(RTR)
= y/det(R[Ry) = \/det Ry det Ry

= det Rk~

7.67. Legyen A a megadott vektorokbo6l mint oszlop-
vektorokbodl képzett matrix, azaz

—_ O N =
[
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A 7.66. feladat eredménye szerint a paralelogramma
tertilete 3, ui.

6 3

T —
det(A'A) = 3 3

=9,

igy \/det(ATA) = 3.

7.68. 1. megoldas: Jelolje A a megadott hdrom vek-
torbol mint oszlopvektorbol képzett matrixot. Ekkor

det(ATA) =

&~ o ©

o o o

© o e
Il
N
N
o1

igy a térfogat \/det(ATA) = 15.

2. megoldds: A 4.52. feladat alapjan

1220
012 2
det |, o 1 5| =1(010,10,5)] = v225 =15.

€] €2 €3 €4

7.69. a) Ha az A matrix szingularis, akkor det A = 0,
igy az allitas igaz. Feltehetjiik tehdt, hogy A oszlopai
linedrisan filiggetlenek. det A minden oszlopabdl ki-
emelve a normajat, azt az ekvivalens allitast kapjuk,
hogy ha A minden oszlopa egységnyi hosszu, akkor
|det A| < 1, és egyenléség csak akkor &ll fenn, ha A
oszlopai paronként merdlegesek. Legyen S = A"A.
S féatljdban minden elem 1, mivel A oszlopainak
norméja 1, igy tr S = n. Masrészt S 6nadjungalt (va-
16s A esetén szimmetrikus), igy minden sajatértéke
val6s, jelolje 6ket Ay, Ay, ..., Ay. A szdmtani és mér-
tani kozép kozti osszeftiggés alapjan

k=1

n 1 n n 1 n
detS = [ A < ;ZA,{ :(EtrS) =1"=1
k=1

Mivel det S = det(ATA) = | det A|?, ezért
|detA] = vdetS < 1.

A szdmtani-mértani kozepek kozt egyenléség csak
akkor 4ll fenn, ha a sajatértékek mind egyenl6k. Mas-
részt Osszegiik egyenl6 a nyommal, azaz n, igy A; =1
(i=1,2,...,n). S dénadjungalt, igy diagonalizalhato,
tehat S ~ I, de akkor csak S = I lehet, azaz A oszlo-
pai ortonormadlt rendszert alkotnak. (Megjegyezziik,
S minden sajatértéke pozitiv, igy detS > 0, ha A osz-
lopai fliggetlenek — 1d. késtbb a 8.38. tételt.)

b) Ha A minden eleme 1 vagy —1, akkor minden

e

oszlopanak /n a normdja, igy az el6z6 pont szerint
|detA| < (V)" =n"2

¢) Koénnyen lathaté, hogy ha H egy Hadamard-
matrix, akkor

ugyancsak Hadamard-matrix. fgy a Hy = H J]

matrixbol kiindulva 2-hatvanyrendi Hadamard-mat-
rixok sorozatat kapjuk:

) 1 1 1 1
1 1 1 -1 1 -1

W= 4 B= ) 1 1 47
- 1 -1 -1 1
101 1 1 1 1 1 1
17 -1 1 -1 1 -1 1 -1
17 1 -1 -1 1 1 -1 -1
17 -1 -1 1 1 -1 -1 1

Hs=1, 1 4 -1 -1 -1 -1’
17 -1 1 -1 -1 1 -1 1
17 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

sz—l sz—l

Hy = = Hp ® Hyi1.
ok [szl :| 2 @ Hok-1

7.70. a) Az ® maétrix k-adik, illetve N — k-adik so-
rénak n-edik eleme ¥, illetve éN=5)"_ Ez utébbit
atalakitva kapjuk, hogy

S(N—k)n — Nng—kn

_ (S—l)kn —gn
Mivel minden pozitiv paros N-re ey = —1, ezért az
N/2-edik sorban —1 hatvanyai szerepelnek.
b) Mivel w = g, ezért w® = &, tehat Fy = ®y.
Mésrészt @ szimmetrikus, kovetkezésképp @y =
¢) Szamitsuk ki a ® N Fp matrixot! A szorzat k-adik
sordnak n-edik oszlopaban a

km, mn _ 2= m(k—n) _ = k—ny\m
2 eMm = Z € = Z (&)
m=0 m=0

m=0

k=1 — 1, akkor ez

Osszeg szerepel. Ha k = n, azaz ¢
az 0sszeg N, minden mds esetben 0 (Id. a 11.20. fel-
adat 4llitasat). Mindezek egyik kovetkezménye, hogy
@y és Fy invertdlhatok, @y inverze %FN, Fy inver-
ze %CD N- A masik kovetkezmény, hogy

() () o

ami a b)-t is figyelembe véve épp azt jelenti, hogy

(o) (o) o

1

\/N<I> N unitér (Id. méf a 7.65. feladatot).

azaz hogy



7.71. Legyen tehdt F = Fp, = [w®!] = exp(—2Lm)
(#,j=0,1,...,n—1). Az n dimenzids a és b vektorok
konvoldciéja a 2n dimenziés a * b, melynek koordi-

nétés alakja

_ aobo -
. b agby + a1bg
0 0 apby + a1by + axby
a by
S]] = :
’ ’ _ob,_ _1b,_
a1 b, 1 an—-2 r; 1;;“1111 n—2
n—10n—
L 0 i

Az Fa, Fb és F(a * b) vektorok kifejezhetk F oszlo-
painak linearis kombindciéjaként, nevezetesen

— n—1
Z agF, =) bF.,
k=0 k=0
2n—1
F(a * b) = Z [a * b}kF*k/
k=0

ahol az utols6 6sszegzés mehet csak 2n — 2-ig is, mi-
vel az utols6 tag 0. Vegyiik észre, hogy az elemen-
kénti Fa © Fb szorzat is kifejezheté F oszlopai line-
aris kombindci6jaként, ui. az Fys © Fy; vektor j-edik
koordinataja

[F*s © F*t}]’ = szwjt = wj(Sth) = [F*,ert}j/
és igy

F.s © F*t = F*,s+t/

ahol az oszlopindexekre elég az s,t = 0,1,...,n—1
tartomanyt figyelembe venni. Lathat6, hogy Fa © Fb
koordinatdi a polinomszorzat egytitthatéival azono-

sak, ui.

. n—1 n—1
Fao Fb = (Z akF*k> <Z bkF*k>
k=0 k=0

2n—2

=)

Y ajbi_j | Fug
k=0 \j=0

2n—

Z [a*Db]F, =F(axb).

Mivel F invertdlhaté, azonnal addédik a a* b
F~1(Fa © Fb) osszefiiggés is.

7.72. N =4, 1igy

1 1 1 11 3421
1 —i -1 i i 2+1

X=hx=Fx=1," 1 1 4][{| 7|
1 i -1 —il |2 _3i

7.73. A permutdl6é matrix I} = [1], I, = I, Iy és
ITg matrixokkal megkaphaté (a ITy és IT, matrixokra
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nyilvan nincs sziikség):

m, o
|:O H4H8X
M1 000000 0] [x] [x]
0000100 0| |x X4
0010000 0| |x X
000000 10| [x3] |
T 10100000 0| [xa]  |x
0000010 0| |xs5 x5
0001000 0| |x x3
0000000 1] [x7]  Lx7]

7.74. Az x vektor diszkrét Fourier-transzformaltja

X = F6X = F6,wx

1 1 1 1 1 1 4 0

1 w W -1 w* &d 1 9

|1 w? Wt 1 W Wt -2 |3
T -1 1 -1 1 =1 |=2| " [o|’

1 w* w1 W WP -2 3

1 «® Wt -1 W? w 1 9
ahol kihasznaltuk, hogy Wb =1, wto® =1,

w? + w* = —1. Példaul

X2 = [F6,(U}2*

=2-—w?—w*=3.

x =4+ w?—2w* -2 —2w% +

Mivel x valds, ezért a 7.98. tétel b) pontja szerint
Xy_k = Xy, amit azonnal ellenérizhetiink is. Az x
vektor , mogott” 1évé p szerint periodikus fliggvény
e modellben

Z X,e mht

1 ;21
= 3 (9e1 [ +3e +3e t+9e512P t) .

A p értékének valdjaban semmi szerepe, mert e fiigg-
vényt csak a k% (k=0,1,...,5) pontokban értékeljiik
ki, igy a fenti 6sszegben csak a

;21

Zn 2
1
e’

(e6)n:£"

°\§

értékek szerepelnek. Ezekre hasznalhat6 a

ime i2m1

€ €5 = (%) 4 (e710 ) = (e75) 4 (e71F")
=2cosn2 =2cos 27 pn
3 p 6

Osszefliggés, igy
1 2 2
x(t) == (18 08 “t + 6 cos Z—Ht)
6 P P
= 3cos 2—7.[1‘ + cosZz—T[t.
p p
A fuiggvény tehdt 3 cos

sonlitdsképp vessiik Ossze ezt a szamitégéppel kapott
eredménnyel!

27”t, a ,zaj” cos 2277”. Osszeha-



