8.1. 1) Igaz. 2) Igaz. 3) Hamis. 4) Igaz.

Definici6 szerint A ortogonalisan hasonl6 a B mat-
rixhoz, ha van olyan ortogondlis Q matrix, hogy
B = QflAQ és C unitéren hasonl6 a B matrixhoz,
ha van olyan unitér U métrix, hogy B = U~ !'AU.
De ortogonélis Q és unitér U esetén Q! = QT ¢s
Ul =U"

8.2. A harom miatrix egyike sem diagonalizalhat6 az
R folott. Az els6 azért nem, mert komplexek a sajat-
értékei, a mdsodik és harmadik esetén a geometriai
multiplicitdsa az egyetlen sajatértéknek kisebb az al-
gebrainal. Az els6 ugyan C folott diagonalizalhato,
de unitéren nem, igy unitér hasonlésagot keresiink
egy felsbharomszog-matrixhoz. A masik két matrix
esetén, mivel minden sajatértékiik valos, ortogonali-
san hasonldak egy fels6hdromszog-matrixhoz. Eze-
ket fogjuk megkonstrualni.

1) Az els§ maétrix A = [:; ?], karakterisztikus

polinomja

-1-A 3

|A — Al = 3 1—2

=A% 4+8=(2V2i— A)(—2V2i— A).

A sajataltér meghatarozasidhoz

—1-2v2i 3
-3 1—2V2i

- [1 —1+32ﬁ1] )

rref(A — i2V/2I) = rref |:

ami alapjan N'(A — i2v/2I) 6sszes vektora

1-2/2i
3 t.
e

Ha bizonytalanok vagyunk a komplex szamokkal és
matrixokkal valé szdmoldsban, érdemes lehet szim-
bolikus szdmitdsokra is alkalmas programot haszndl-
ni. A sajatalteret kifeszit§ vektor hosszdnak négyzete
%\ﬁl%\@ +1 = 2, igy a hosszéval leosztva kap-
juk az uy = (3\1—5 - %i, %fz) vektort. Az U = [u; | up]

métrixban uy L ug, pl. up = (—%, 3\% + %i), tehat

7

I T §
U= [Sﬁl L\_/EZ
V2 3v2 3

ami igy unitér, és az {uy, up} bazisban az A alakja
22§+
0 —2V2

ami tehat egy olyan fels6haromszog-matrix, melynek
féatlojaban a sajatértékek vannak.

i

T=U"AU=

’

2) A maéasodik métrix A = [:é g], karakteriszti-

kus polinomja

-1-A 3

A=M=1 50 5o

=A2—4r+4=(2-1)>2
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Mivel
-3 3
rref(A — 2I) = rref [_3 3} = [1 —1} ,

ezért a Ay, = 2-hoz tartozo6 sajataltér span((1,1)).
Tehét a sajétaltér egydimenzios, azaz geometriai mul-
tiplicitasa 1, mikozben az algebrai 2, igy a matrix nem
diagonalizdlhat6. A sajataltér egy ortonormalt bazi-
sat kiegészitjiik a tér ortonormalt bazisava. Az (1,1)
sajatvektor lenormélva (osztva a hosszaval) egy egy-
ségnyi sajatvektor. Véve az egyik rd mer6leges vek-
tort a kovetkezd két ortonormalt bazis valamelyikét
kapjuk:

Wbl L) Gl =

E bazisok valamelyikének vektoraibdl 4116 matrix lesz
az attérés ortogondlis Q matrixa. Legyen pl.

1 |1 1
Q = E [1 _1:| .
Ekkor

T=QTAQ = B g}

3) A harmadik matrix karakterisztikus polinomja

Il
o

A — Al

2 -1 3-A

= A3 4972 270 +27 = (3—A)3,

igy a sajatértékek Aq,3 = 3. Mivel

2 0 -1 10 -1
rref(A —3I) =rref |0 -2 2| = [O . i] ,
2 -1 0

ezért N (A — 31) 6sszes vektora az x3 = 2t paraméter-
vélasztassal (x1,xp,x3) = (t,2t,2t), azaz a sajataltér
span((1,2,2)). Tehdt a A = 3 geometriai multiplici-
tdsa 1, mig algebrai multiplicitdsa 3, és 1 < 3, igy
a matrix nem diagonalizdlhat6. Normadlads utdn az
%(1,2,2) egy egységnyi sajatvektor. Ehhez vélaszt-
hatjuk mésodik vektornak a rd merdSleges %(2, 1,-2)
egységvektort. A harmadik vektor az 1, 2, 2 koor-
dinatak tigyes permutaldsaval is megtaldlhato: pl. a
(2, —2,1) vektor mer6leges az el6z6 kettére. De a biz-
tos médszer, ha ezt egy vektori szorzassal szamoljuk
ki:

(1,2,2) x (2,1,-2) =

N = .
_ N .

k
2| = (—6,6,-3).
2
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Normaélas utan %(72, 2,—1), vagy valaszthatjuk az
ellentettjét, a %(2, —2,1) vektort. Tekintsiik a

1 2 2

1 1 1
B: = 2 7 5 1 7 g —2
2 -2 1

bazist. E bazisvektorokbdl folirt matrix, azaz a B-r6l
az E-re valo attérés matrixa

o2 2
Q=52 1 -2
2 -2 1

Jr2o2fs 01 12 2

QgAngz 1 =20 10 1 20212 1 -2

2 -2 1|2 -1 3 2 -2 1
3]0 3
=10[3 0
0[3 3

Ez nem hdromszog alakd, igy a jobb als6 2 x 2-es

30
3 3
blokkon tjabb transzformaciét kell alkalmazni. Mivel

A; sajatértékei Ap3 = 3, ami leolvashat6 a matrixrol,
de tudhatjuk onnan is, hogy azok megegyeznek az A

A=

megmaradt két sajatértékével. A 3-hoz tartozo sajat-
vektor

0 0
rref(Aq — 3I) = rref [3 O} = [1 O]
alapjan (x1,x2) = (0,t), ahonnan a sajtaltér

span((01)). A (0,1) vektorra merSleges egyik egy-
ségvektor (1,0), igy

Ha az attérés matrixa

1] 07
Q=Q {0 Ql}/

akkor e valasztdssal A fels¢ hdromszog alaku lesz,
ugyanis

1 2 2|1 0 o0
Tl 1
Q=Q0L1) 5}232 1 —2{1(0 0 1
1 2 —2 1lfo 1 0
1 2
1
=302 -2 1],
2 1 =2

és ezzel szamolva

T=QTAQ
12 20(5 01| 1 2 2
=212 -2 1 012§2—21
2 1 -2|2 -1 3 2 1 =2
3 30
=10 3 3
0 0 3

valéban haromszog-matrixot kaptunk. Ha els6 1épés-
ben a

1 2 2
B:%z,%—z,%l,
2 1 -2

bazist vélasztottuk volna, akkor egyetlen transzfor-
madciéval megkaptuk volna a haromszog alaka T
matrixot. Altaldban az ilyen szerencsés vélasztasra
igen kicsi az esély.

8.3. 1) Az

2 20
2 3 2
0 2 4

A=

matrix karakterisztikus polinomja

2-A 2 0
2 3-A 2
0 2 4-A
“A3 4922 — 180 = — (A2 —9A +18)A
(6—A)(3—A)(0—A),

A — Al

igy a sajatértékek Ay = 6, A = 3, A3 = 0. Mivel A
szimmetrikus, ezért ortogonalisan diagonalizalhato.
Mivel a sajatértékei kiillonbozbek, minden sajataltér
egydimenzios, igy elég minden sajatértékhez vélasz-
tani egy sajatvektort, az igy kapott vektorok ortogo-
nélis bazist fognak alkotni. Mivel

—4 2 0 1 0 -1
rref(A—6I) =rref | 2 -3 2| = 0 1 21} ,
0 2 =2

igy N (A — 6I) 6sszes vektora, azaz az (A — 6I)x =0
egyenletrendszer 0sszes megoldasa az x3 = 2t para-
métervalasztassal

X1 1

xo| = [2]t.

X3 2

Tehat (6,(1,2,2)) egy sajatpar. Hasonl6 szdmitdsok-
kal azt kapjuk, hogy (3, (—-2,—1,2)), és (0,(2,—-2,1))
sajatparok. Normadlva a vektorokat a (6, %(1,2,2)),
(3,3(-2,-1,2)), (0, (2, —2,1)) sajatparok adédnak.
A normalt sajatvektorokbol mint oszlopvektorokbdl



képzett Q matrixszal és a sajatértékekbdl képzett di-
agondlis matrixokkal A egy sajatfelbontasa:

1 1 -2 2|16 0 0 1 1 2 2
A:§2—1—2030§—2—12
2 2 1{({0 0 O 2 -2 1
001 . C . .
2) Az A = h(l) 8} matrix karakterisztikus poli-
nomja
—-A 0 1
[A-AIl=|0 1-A 0
1 0 —A
= A A4 -1=-A =12 -1 +1)

=(=1-A)(1-17)?

igy a sajatértékek Ay = —1, Ay = A3 = 1. Mivel
é B [1 0 1}
1 010

ezért az N (A + 1) sajataltér vektorai

1
rref(A 4+ I) = rref |0
1

o N O

X1 -1
x| =0 |t
X3 1

Az = 1 esetén

-1 0 1
rref(A—I)=rref| 0 0 O :[1 0 —1}
1 0 -1

Innen a homogén linedris (A — AI)x = 0 egyenlet-
rendszer dsszes megoldasa

X1 t 1 0
xXp| = [s| = [0 t+ |1]|s
X3 1 0

A sajatalterek tehat (a tér indexében a sajatérték):
V_1 =span((—1,0,1)), V; =span((1,0,1),(0,1,0)).

A V) teret generdl6 két vektor merdleges egymadsra,
igy nem kell ortogonalizdlnunk. Tehat az ortonormalt
bazis vektorai a hosszakkal valé osztéds utdn:

R N N
ﬁlﬁl 0

E vektorokbdl képzett ortogondlis Q matrixszal és a
sajatértékekbdl allé A diagonalis matrixszal a sajat-
felbontds A = QAQT, azaz

1 1 1 1
001 ~7 ;Y [-100 _ﬁO?
SHRER SIS
V) 0 10
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3) Az A = 13,3 matrix karakterisztikus polinomja

1-A 1 1
1 1-A 1
1 1 1-A

= -A34+3A2 =723 7).

|A — Al

tehat a sajatértékek Ay = 3, Ap3 = 0. Mivel

-2 1 1
rref(A—3I) =rref | 1 -2 1| = [(1) (l) _ﬂ ,
1 1 -2

ezért az N (A — 31) sajataltér vektorai

X1 1
xp| = (1|t
X3 1

A A3 = 0 esetben

1
rref(A —0I) = rref A = rref |1 1
1

ezért az N'(A) sajataltér vektorai

X1 —s—t -1 -1
Xy | = s = 1|s+ 0] ¢t
X3 t 0 1

A sajatalterek tehat
V3 =span((1,1,1)), Vo =span((—1,1,0),(—1,0,1)).

A Vy-bél ki kell valasztani két mer&leges vektort,
mert az e teret generdlé két vektor nem merdleges
egymadsra. Egyszerti megoldds, ha a V3 general6 vek-
tordnak és V; egyik vektoranak vektori szorzatat ki-
szamoljuk, az biztosan V3-ba fog esni. Példaul

1
(1,1,1) x (-1,1,0) = | 1
-1

[

Kk
1| = (-1,-1,2).
0

Tehét az ortonormalt bazis vektorai

N e T

—= |1, —= | 1|, —= |1

E vektorok sorrendjét megvéltoztatva, vagy barme-
lyikiiket —1-gyel beszorozva tovébbi ortonormalt ba-
zisokat kaphatunk. E bazisvektorokbél mint oszlop-
vektorokbol képzett ortogondlis Q matrixszal és az
oszlopok sorrendjének megfeleléen, a hozzajuk tar-
toz6 sajatértékekbdl képzett diagondlis A matrixszal
A=QAQTaz A sajatfelbontasa, ahol

S
o oo
o oo

1
-7 3
%l Aa=1]o
2 0
V6

©
I
SHSS
=5
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4) Az

A=

_ =W

11
31
1 3
matrix karakterisztikus polinomja

3-A 1 1
JA—All=| 1 3-A 1
1 1 3-A

= A3 +9)\% — 241 +20.

E polinomrél nem latszanak a gyokei, ezért racio-
nalisgyok-kereséssel probdlkozhatunk. A raciondlis-
gyok-teszt (1d. 11.39. tétel) szerint a széba johets £1,
+2, +4, £5, +10, +20. A Horner-‘mddszerrel azon-
nal latjuk, hogy pl. a 2 egy gyok:

\71 9 —24 20
2/-1 7 -10 0

A maésik két gyok mar az e tablazatbol leolvashat6
mésodfokt A2 — 7\ + 10 = 0 egyenletbdl 2 és 5. Igy
a sajatértékek Ao = 2, A3 = 5. A Ajp = 2 sajatérték
esetén

11 1
rref(A —2I) =rref [1 1 1| = [1 1 1].
11 1

Az (1,1,1) - (x,y,z) = 0 egyenlet megoldésai

X —s—t -1 -1
y| = s =|1]s+ |0
z

~

A A = 5 sajatérték esetén

-2 1 1
rref(A—5) =rref | 1 -2 1 _{1 0 _1},
1 1 -2

ezért az N (A — 5I) sajataltér vektorai

X1 1
xp| = [1]t.
X3 1

Igy a sajétalterek
V, =span((—1,1,0),(—-1,0,1)), V5 =span((1,1,1)).

A V,-b6l ki kell valasztani két merbleges vektort,
mert az e teret generdlé két vektor nem merdleges
egymdsra. Az el6z6 matrixnal latotthoz hasonléan
vehetjiikk a V, egy és a V5 egy vektoranak vektori szor-
zatat, példaul
i j k
(L1,1)x(-,1,0)=] 1 1 1
-1 1 0

= (-1,-1,2).

Tehat ortonormalt bézis lehet a kdvetkezb
0 Y D B
V2 0 V6 2 V3 1
Végtelen sok egyéb sajatvektorokbol allé ortonormalt
bazis is létezik, hisz V3-bol végtelen sok ortonormalt
vektorpar valaszthaté ki. A Q ortogonalis matrix e
bazis vektoraibdl 4ll, mig a diagonalis A féatlobeli
elemei a sajatértékek (a bazisvektoroknak megfelelt
sorrendben):

1 1 1
Q= V2 e 3l A=10 2 0
- 005
NRVE]
5) Az )
2 -1 -1
B=|-1 2 -1
-1 -1 2
matrix karakterisztikus polinomja
2—A -1 -1
B—All=| -1 2-A -1
-1 -1 2—A
=-A3+6A2-9),

igy a sajatértékek A;, = 3, A3 = 0. A Aqp = 3 sajatér-
ték esetén

-1 -1 -1
ref(B—31) =rref | -1 —1 -1|=[1 1 1].
-1 -1 -1

Az (1,1,1) - (x,y,z) = 0 egyenlet megoldasai

X —s—t -1 —1
y = S = 1 s+ 0 t.
z 0 1

A A = 0 sajétérték esetén

2 -1 -1
rref(B—0I) =rref |—1 2

1 0 -1
_1 - |: :| '

1 1 2 01 -1
ezért az N'(B — 0I) = NV (B) sajataltér vektorai

X1 1

xo| = [1]t.

X3 1
Igy a sajatalterek

Vo =span((1,1,1)), V3 =span((—1,1,0),(—1,0,1)).

A V3-bol ki kell valasztani két merbleges vektort,
mert az e teret generdld két vektor nem merdleges
egymdsra. Az el6z6 métrixnal latotthoz hasonléan



vehetjitk a V) egy és a V3 egy vektoranak vektori szor-
zatét, példaul

ij
x(-1,1,0)=| 1 1
-1 1

Kk
(1,1,1) 1| = (-1,-1,2).
0

Tehat ortonormaélt bazis lehet a kovetkezd
N I R I T
Va| ol Ve || VA

Végtelen sok egyéb sajatvektorokbol allé ortonormalt
bazis is létezik, hisz V3-bol végtelen sok ortonormalt
vektorpar valaszthaté ki. A Q ortogondlis matrix e
bazis vektoraibdl 4ll, mig a diagonalis A f&atlébeli
elemei a sajatértékek:

1 11
Q=| 5 ~ |l A=1]030
0 =2 T 00 0
Ve V3

E feladatra egy egészen masik — sokkal egysze-
rtibb — megoldast is kaphattunk volna, ha mindjart
az elején észrevessziik, hogy B = 5I — A:

2 -1 -1 5 0 0 3 1 1
B= -1 2 —-1{=10 5 0f—-[1 3 1
-1 -1 2 0 0 5 1 1 3

Ha A sajatparjai (5,x) és (2,y), akkor
Bx = (51 — A)x = 5Ix — Ax = 5x — 5x = 0x,
tovabba

By = (51 — A)y = 5y — 2y = 3y.

Tehét a két métrix sajatalterei azonosak, és A sajatér-
tékei 3,3, 0.

6)AZA=|:

NN

22

id matrixrél lathat6, hogy 1 a
rangja, igy madris tudjuk, hogy A1;p = 0 kétszeres
multiplicitdsta sajétérték Ha még azt is észrevessziik,
hogy A = v®v = vv', ahol v = (1,2,2), és figye-
lembe vessziik, hogy vv'x az x vektor v egyenesére

es6 vetiilete, akkor a (vv')v = v(v'v) egyenléséget
hasznélva
1 1 1 1
A2l = 2| [[1 2 2]|2| | =|2|°
2 2 2 2

azaz a (9,(1,2,2)) sajatpar. Természetesen a ka-
rakterisztikus polinom meghatarozasa is erre vezet:

xa = det(A — AI) = —A3 + 9A2. A sajtalterek tehat

Vo = span((1,2,2)), Vo = V5"
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A Vp meghatarozasdhoz elég egy vektort vélasztani
bel6le, ami lehet akédr a (2,1, —2) vagy a (0,—1,1)
vektor. Utébbibol
i
x (0,-1,1)={1 2
0 -1

E vektor hossza V42 +1+1 = 18 = 3v2. Tgy egy

lehetséges ortonormalt bazis a kovetkezd

Kk
(1,2,2) 2| = (4,-1,-1).
1

N T

, —= |1
3V2 | 4
Egy masik lehetséges ortonormalt béazis:

1 1 1
{5(1,2,2), 3(21,-2),3(2,-2, 1)}

Két lehetséges ortogonalis diagonalizaciéval val6 sa-
jatfelbontas a fenti bazisokbol:

1 4 1 2 2

3 0 35|00l 3 3 5

A= 2 1 _ 1 000 0 _ L €1
5 v el 0% s Tae A

1 1 2 2119 0 0 1 1 2 2

A:§2 1 2110 O 052 1 -2

2 =2 1 0 0 O 2 =2 1

8.4. 1) Nem. b) Nem. c¢) Normadlis. d) Normalis.
e) Normalis. f) Normalis. Az X maétrix normalis, ha
XHX = XXH. A szimmetrikus (), a ferdén szimmet-
rikus (c)), az ortogonalis (d)) matrixok normalisak. A
tobbi maétrixrél a szorzadsok elvégzésével tudjuk el-
lenérizni, hogy normalisak-e. A ciklikus (cirkuldns)
métrixokrél a 8.9. feladatban bizonyitjuk &ltaldban,
hogy normalisak, erre példa a e)-beli matrix. Csak
az a) és b) matrixok nem normalisak:

02 1] o 3 4 5 2 6
30 2/|2 0 3/=1]2 13 12
4 3 0/ |1 20 6 12 25
[0 3 4] o 2 1] [25 12 6|
#A12 0 3/(3 0 2| =12 13 2/,
12 0|4 3 0 6 2 5
'121 5  242i
—2i 2.2 5
#'11 121 —2+2i
2i i 221 5 |-

85. 1) AzA = [ é] matrix karakterisztikus poli-
nomja
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igy a sajatértékek i és —i, a sajatparok

(i,%(—i,l)) , (—i,%(i,l)) .

Az unitér diagonalizaldshoz tartozé sajatfelbontas

0 1] 1 [- i][i o] 1 [i1
-1 0| 2|1 1|0 —i|+v2|-i 1|’
2) Az A = [} 7}] matrix karakterisztikus poli-

nomja
1-A —i
A— Al =
=A% -2,

aminek a gyokei Ay =2, Ay = 0. A A = 2 sajatérték-
hez tartozé sajataltér meghatarozdsdhoz

—i ]
—1} -,
ami alapjan N (A — 2I) = span((—i,1)) a sajataltér.

A Ay = 0 sajatértékhez tartoz6 sajataltér meghataro-
zasahoz

rref(A — 2I) = rref {_11

rref(A — 0I) = rref {11

ami alapjan N(A —0I) = N(A) = span((i1)).
Konnyen lathat6, hogy a két generédl6 vektor merd-
leges egymasra, hiszen a skaldris szorzatuk

(-i,1)-(L1)=—-i-i+1-1=-1+1=0.
Tehat az ortonormalt bézis vektorai
(=]
Va1 VA
A belb6liik képzett unitér U métrix és a sorrendben a
hozzajuk tartozé sajatértékek diagonalis A matrixa

2 0

/A:
0 0

A
211

E matrixokkal A = UAU" valéban fennall, ui.

1 —i —i il |2 O] 1 | i 1
i 1 1 1](0 0] 2 |-i 1|°

010
3) Az A = [(1) 8 (1)} matrix karakterisztikus poli-

U=

nomja

-A 1 0

0 —A 1|=-A+41

1 0 —A
A karakterisztikus polinom gyokei a harmadik egy-
séggyokok, azaz Ay = 1, Ay = & = _% + @l
/\3 = 82 = 7% — 4

-1 1 0
rref(A—I)=rref | 0 -1 1 —[1 0 _1],

igy N(A —1) = span((1,1,1)). A Ay = ¢ sajatérték-
kel

- 1 0 1 e
rref(A—el)=rref | 0 —¢ 1| = [ 2] ,
1 0 —e¢

igy N(A —eI) = span((¢,€%,1)). Hasonl6 szamitas
utdn N (A + ¢I) = span((e?,¢,1)). Mindharom sa-
jatvektor mindegyik koordinatéja egységnyi abszolut
értékti komplex szdm, igy mindharom vektor hossza
/3. Ennek alapjén

U—Li;f A:(l)gg
VBl 0 0 ¢
Mivel & = €2, ezért
R R
V3 e & 1
Kihasznélva hogy & =1, kénnyen ellenérizhetd,

hogy A = UAUM.

8.6. A 8.15. és a 8.17. tétel alapjan: a) || Ax|| = ||A"x]|,
b) (A,x), ) N(A —AI) L N(A — ul), d A unitéren
diagonalizdlhato.

(ex)"'A(ex) A(xMAX) _ xMAx

8.7. ) RA(CX) = (o0f(x) c2(xHx) T xMx
Ra(x), ami azt jelenti, hogy barmely x # 0 vektor-
ra Ra(x) = Ra(pp)-

b) Az el6z6 pont szerint Ry értékei egy V altér
nemnulla vektorain azonosak az egységgombnek e
térbe es6 részén felvett értékeivel. Ez a tartomdny
viszont korlatos és zért, igy a rajta folytonos valés ér-

ték(i Rp fliggvénynek e tartomanyon van maximuma,

ami megegyezik a szuprémumaval.

¢) Ra(x(t)) = 5cos?t + 2+/3costsint + 7sin’t.
Maximumét a 8-hoz tartozé c(cos %, sin % ), minimu-
mat a 4-hez tartoz6 c(cos(—%),sin(—%)) sajatvekto-

rokban veszi fel (¢ # 0).

y

Q
o]

/ A\

\\ 5c082 x + v/3sin2x 4 7sin? x

r'S

|
SE
B



d) Legyen az 6nadjungalt A unitér diagonalizalas-
hoz tartoz6 sajtfelbontdsa A = UAU", ahol a valos
diagonalis A = diag(Aq, ..., A, matrix elemei nagy-
sdg szerint vannak indexelve (A1 > Ay > ... 2> Ay),
és legyen y = UM, ahol ||x|| = 1. Mivel U unitér, igy
|lyll = 11is fennall, és igy

max x"Ax = max x"UAU"x = max y"Ay
lIx[I=1 lIx[l=1 lIyl=1

n n
= max Z/\i|yi| < A1 max Z lyil = A1
lyll=1;= lyll=1;=

Az egyenl6ség csak akkor all fenn, ha (A1, x) sajatpar.
Hasonl6képpen

min x"Ax = min xX"UAU"x = min y"Ay
[Ix[I=1 IIx[l=1 lyl=1
n n
= min Y Ailyi| = Ay min Y |yi| = An
Iyll=1;=5 Iyl=ti=

Az egyenl6ség csak akkor &ll fenn, ha (A, x) sajatpér.

8.8. A onadjungalt, igy sajatértékei valds szamok,
masrészt A unitéren diagonalizalhato.
ezt biztosit6 ortonormalt bazis {uj, up,...,u,}, az-
az Au; = Aju;, ahol Ay > Ay > ... > Ay Legyen
U < K" egy k > 0 dimenziés altér, és tekintsiik az
n —k+1 dimenziés W = span(ug, uxyq,...,u,) al-
teret. Legyen x € VN W egy egységvektor. Ilyen
vektor létezik, mivel dim) +dimW = n+1 > n.
Ekkor

Legyen az

n n
x =Y xu;, ahol Y |x[* =1,
i=k i=k

igy
n
XHAX = Z |xi\2)\,- g /\k.
i=k

Tehat egyrészt

min x"Ax < Ay,

Xe
[Ix[[=1

masrészt az egyenl6ség el is érhets, ha V =
span(uy, ..., u;), hisz ekkor x = u; megfelel. fgy az
Osszes k dimenziés U altérre

max min x"Ax = A

ULK"  xeU

dim U=k ||x||=1
A masik 4llitds ebbdl kovetkezik, ha azt a —A mat-
rixra, és az n — k + 1 dimenziés V alterekre alkalmaz-
zuk, ahol —A sajatértékei y; > pp > ... > py, azaz
Hu—k+1 = —Ag, ui.

min X (—A)x < py_g1 = — A,
xcV
lIxl=1

tehat

max xTAx > A
xeV
[Ixl=1
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8.9. a) Koénnyti ellenérizni, hogy

010 ...0 001 ...0
001 ...0 .
I . 2 )
R=+ " :'R—ooo.l'
000 ...1 100 ...0
100 ...0 010 ...0
00 ... 01
10 ...00
Rn_1201"'00,Rn—In
00 ...10

Altaldnosan kifejezve [R¥ Jij = 1 pontosan akkor, ha a
sorok és oszlopok 0-t6l n — 1-ig valé indexelése mel-
lett j —i = k (mod n), azaz j — i-nek n-nel val6 osz-
tési maradéka k. A tobbi elem 0. Igy vilagos, hogy

Co ciT C ... Cp

Ch—1 € €1 ... Cy—2

C= |%n—2 Cn-1 €0 --- Cn-3
C1 C €3 ... Cp

=col +ciR+cR*+... 4+ ¢, R = p(R).

b) A Fourier-métrixok tulajdonsagairél sz616 7.96.

tétel szerint az w = e~ 2/ jelsléssel
1 1 ... 1
w ... W'l
F, =
1wl L L)

Az F,RF,;! = diag(1,w,..., 0" ) osszefiiggés iga-
zoldsdhoz tehat azt kell megmutatnunk, hogy R-nek

a (Mox) = (W8, (1,05, w,. .., w=DK)) sajatpéria,
aholk=0,1,...,n — 1. Ez igaz, hisz
0 1 0 ... 0 1
001 ...0 wk
2k
Rx; =
0 0 O 1
10 0 0] |wn-Dk
[ Wk 1
ka wk
2k
= = (Uk w = )kak.
wn—1)k :
1 wn=1)k

c) Az el6z6 pontbeli diagonalizalds minimalis
véltoztatassal unitér diagonalizdlassa valtozik, hisz

a 7.96. tétel szerint ﬁFn unitér, igy

-1
F,RF,! = %FHR\/EFE = (%Fn) R (%Fn) ,

és az utdbbi kifejezésben mar unitér matrixok szere-
pelnek.
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8.10. a) Osszevonds és kettéosztés:

3% — xy + 5yx + 5y2

=3x2 + dxy + 5y2 Osszevonas
= 3x? + 2xy + 2yx + 542 kettéosztas
B [x ] 3 2| |x
Y2 s |yl
b) Hasonloképp
xy + 6xz + yx + 4yz + 2zy
= 2xy + 6xz + 6yz Osszevonas
= xy +3xz +yx +3yz + 3zx +3zy  kettéosztas
0 1 3| |x
= [x y z] 1 0 3| |y
3 3 0f |z

Val6s kvadratikus alak métrixa mindig szimmetrikus.

8.11. A g kvadratikus forma matrixszorzatos alakja

L

az attérés matrixa

1 2]
c= 1 -1
Ezért
1 1 1 =31 2 —4 -2
T _ _
CAC= 2 —1] {—3 1] [1 —1] - [—2 17}

Igy a kvadratikus alak a C bazisban

-4 =20 |¢| _ 4 2

& 7] [_2 17} M = 48 — 48 + 17
8.12. a) Ekkor

3xx +iXy + 6iyx + Sijy = [JE y‘} [21 ;} x} .

b) Ekkor

2%x + 2ifx — 2i%y + 67y = [x ]7] {221 _621 m .
c) Els6 ranézésre csak az latszik, hogy a kifejezés va-
16s értékdi, de nem néz ki komplex kvadratikus alak-
nak. Viszont azonos atalakitdssal kvadratikus forma-
va alakithatd, ui.

3|x|? +2Re(ixy) + 4|y|> = 3xx + ixy + ixy + 47y
= 3xx — iyx +ixy + 4yy

- a2 [

Mig a valos kvadratikus alakok esetén a kvadratikus
alakok és a szimmetrikus matrixok kozott van kol-
csonosen egyértelmti megfeleltetés, addig a komplex
esetben a kvadratikus alakok és a négyzetes matrixok
kozott.

8.13. Legyen a B bazisban egy vektor koordinatas
alakja (x,y), a standard & bazisban (&,7), az attérés
métrixa Bg._¢, azaz (x,y) = B(&,5). Az x> +y*> =1
alakja

= o] 1] =l a]ore ]

ahol B"B pozitiv definit, igy mindkét sajatértéke po-
zitiv, tehat az dbra a standard bazisban ellipszis.

8.14. Ha A > 0 és B = 0, azaz barmely x vektorra
xTAx > 0 és x"Bx > 0, akkor

xT(A +B)x = x'Ax+x'Bx >0,

tehat A + B is pozitiv szemidefinit. Ebbél az 4lli-
tas természetes moédon teljesiil véges sok kvadratikus
(Ana-
16g allitds hasonléan igazolhaté tnadjungalt komp-
lex matrixokra, illetve a hozzéajuk tartozé kvadratikus
alakokra is.) Ha viszont példaul A > 0, azaz pozitiv
definit, azaz x # 0 esetén xTAx > 0, akkor

alakra, illetve szimmetrikus valos maétrixra.

x"(A+B)x =x"Ax+x"Bx >0,

azaz A + B pozitiv definit.

8.15. Sylvester tétele szerint két valés szimmetrikus
matrix pontosan akkor kongruens, ha azonos a tehe-
tetlenségtik.

a) Az els6 két matrix spektruma [1,1,—-1,-1], a
harmadiké [1,1,1, —1], igy az els6 ketté kongruens,
mert a tehetetlenségiik (ny,n_,ny) = (2,2,0), de a
harmadik nem kongruens veliik, mert a tehetetlensé-

ge (3,1,0).
b) Az
1 1 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 O

maétrix spektruma [1,1,0,0], igy tehetetlensége
(ny,n_,ng) = (2,0,2).

A szimultan Sy — Sq, Oy — O1, S4 — S3, O4 — O3 sor-
oszlopmiiveletek igazoljak a kovetkezd kongruenciat:

1100 [too o
1 100[_]000 o0
0011 001 o
0010 000 -1

igy ezek tehetetlensége

(ny,n_,ng) =(2,1,1),
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ami nem egyezik meg az el6zével. Ugyanerre az

eredményre jutunk, ha kiszdmoljuk a

O O ==
O O R -
=)
[« e o)

matrix sajatértékeit. A bal fels6 blokkbdl leolvashat6
hogy 1 és 0 két sajatérték. A bal also

i

matrix karakterisztikus polinomja (1) = A2 — A —1,
annak gyokei (1+1/5)/2, és ezek egyike pozitiv, ma-
sika negativ. Tehdt a tehetetlenség (n4,n_,ng) =

(2,1,1).
c) A
2 0 0 0 -3 0 0 O 01 00
0 1 0 0| o 0 4 0 0|1 000
0 0 O ol 0 0 0 0 (00 1 1
0 0 0 -1 0 0 0 5 0 0 1 1

kongruencidk igazak, hisz az el6z6kh6z hasonléan
mindegyik matrixrdl leolvashatok a sajatértékei, és az
mindhdrom esetben 2 pozitiv, egy negativ és egy zé-
rust tartalmaz, azaz mindhdrom matrix tehetetlensé-
ge (ngy,n_,ng) =(2,1,1).
8.16. Mindkett6 indefinit.

a) A q(x,y) = 2x* — 6xy + 3y? kvadratikus alakra
q(1,0) =2>0,4(1,1) = -1 < 0.

b) A q(x,y,z) = 2x2 + 4xy + 3y? + 4yz + 22 kvad-
ratikus alakra 4(1,0,0) =2 >0, 4(1,—-1,1) = -2 < 0.
8.17. a) Hamis, b) igaz, c) igaz, d) igaz, e) igaz, ) igaz,
g) igaz.

Ha egy szimmetrikus métrix minden eleme pozi-
tiv, akkor negativ szemidefinit ugyan nem lehet, de
indefinit igen, példaul az

;i

matrix sajétértékei —1 és 3, igy indefinit. A t6bbi alli-
tast a tanult tételek igazoljak.

8.18. A karakterisztikus polinom gyokei a sajatérté-
kek. A matrix karakterisztikus polinomja

5—-A 1

A=AI=1 50,

= (A—6)(A—4).

aminek a gyokei Ay = 6, Ay = 4. Mivel

-1 1 1 -1
rref(A — 6I) rref[ 1 _1} = [0 0} ,

ezért N'(A — 61) vektorai azonosak az x| — x; =
0 homogén egyenlet(rendszer) megoldésaival, azaz
N (A —6I) = span((1,1)). A mésik sajétértékre

1 1] 11
1 1] [0 o
ezért N'(A — 2I) = span((1,—1)).

A sajatparok  egységnyi  sajatvektorokkal:
(6, \% (1,1)), (4, % (1,—1)). Igy az ortonormalt bazis

(G5

E béazisban a kvadratikus forma kanonikus alaku:
6¢2 + 452, Mivel

rref(A — 41) = rref

1 1
R
V22

igy ha jobbsodrasu bazist kerestink, akkor valamelyik
vektort, példdul a masodikat —1-gyel be kell szoroz-

nunk: { el H " [_ﬂ } |

Akkor is 1-re véltozik a fenti determindns értéke, ha
két oszlopat felcseréljiik, ekkor azonban a diagona-
lis alakban is fel kell cserélni a sajatértékeket, ezért a
jobbsodrasu ortonormalt

(i)l

bazis esetén 4¢2 + 6772 a kanonikus alak.
A maésodik kvadratikus alak métrixszorzatos alak-
ja:

q(x,y,2) = —4x? + 4xy — 4xz + 8yz — 722

-4 2 =2 |x
= [x y z] 2 0 41 |y
-2 4 7| |z
A matrix karakterisztikus polinomja
—4-A 2 -2
[A-AIl=| 2 —A 4
-2 4 -7-A

=-A3 1102 — 41 — 60
=(-10-A)(=3-A)(2—-4),

aminek a gyokei A = =10, Ay = —3, A3 = 2. Esze-
rint ¢-, -, {-val jelolve az 4j véltozokat q(¢,1,0) =
—10&2 — 372 + 27%. Egy ortonormalt bazis

1 1 1
—(1,-1,2), —=(—2,0,1), —=(1,5,2) ;.
{Je0 12 J520n. )

A bazisvektorok sorrendjének cseréje mellett a ka-
nonikus alaknak 3! = 6 kiilonb6z6 alakja lehet, pl.
262 —105% — 32>
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8.19. a) Mivel csak a hozzdadds miiveletével és csak
lejjebb 1év6 sorhoz adassal eljuthatunk a haromszog-
alakhoz, sziikségtelen a sormftivelet utdn azonnal el-
végezni az azonos oszlopmfiveletet is, a haromszog-
alakbdl leolvashaté a diagondlis matrix és igy a csak
négyzetes tagokat tartalmaz6 alak is:

1 2 2] s,2 [1 2 2
2 5 4| %=X o 1 0
2 4 7 00 3

Tehét egy lehetséges diagonalis alak &2 + 72 + 372. De
minden olyan alak is j6 a Sylvester-féle tehetetlenségi
tétel szerint, melyben a pozitiv egytitthatok szdma 3,
zérus és negativ egytitthat6 pedig nincs. Ilyen példa-
ul a & + 5% + ¢? alak is. A kvadratikus alak pozitiv
definit.

b) A mésodik kvadratikus alak matrixab6l hason-
16képp csak a hozzdadds mftiveletével és csak lejjebb
1év6 sorhoz adéssal eljutunk a hdromszogalakhoz:

12 3] so2 1 2 3 12 3
2 5 8| =¥ o1 2220 1 1
38 6 02 -3 00 —7

A kvadratikus alak 2 + 172 — 772, ami indefinit.

Az a)-beli kvadratikus alak definidlhat skaldtszor-
zast, hisz pozitiv definit, mig a b)-beli nem, mert in-
definit.

8.20. a) Hiperbola, b) ellipszis, c) parabola.

a) Az 5x% — 12xy — 24x + 3 kvadratikus alak, a li-

nedris tagok matrixa és a konstans

A= [_z _8},3: [—24 o},c:s.

Az A karakterisztikus polinomja A2 — 51 — 36, sajat-
értékei Ay =9, Ay = —4. A bazisvektorokbdl képzett
ortogondlis Q matrix a hozza tartozé diagondlis A

matrixszal
9 0
7 A - 7
V13 {0 —4]

ahol x"Ax + Bx+ C = y"Ay + BQy + C, és x = Qy.
Kifejtve az y = (y1,y2) jeloléssel

1 |-3 2

2 3

72 48
N — 4+ oy — oy +3
Y1 Y2 \/ﬁyl \/ﬁyz
12 \?2 12 \?
—(3 +—) —(2 —1—7) +3.
(o 75) - (e 755
Akézépponttehéta3y1+f\}%:OésaZyZ"‘\}%:O

- \/%(4,6), azaz

weon= g 3 3|43
V13| 2 3| /13 |—6 -2

A tengelyek irdnyvektora megegyezik a sajatvekto-
rokéval, igy az egyenletik y — (—2) = Z5(x —0),
azaz y = —3x—2,ill. y — (-2) = 3(x —0), azaz
y= %x — 2. Az alébbi 4bra ezeket is mutatja.

egyenletek megoldasabol yg =

1
0

1

N
2
—

5 — N\

4 \\

5

-3 -2 -1 0 1 2 3

b) A kvadratikus alak maétrixa

i)

karakterisztikus polinomja x(A) = A2 —10A +9, a
sajatparok (9,(—1,1)), (1,(1,1)). Ebbdl Q-t 1 deter-
minédnsunak vélasztva

1 1 1
SRS

9 0
Xl

Mindkét sajatérték pozitiv, ezért ellipszist kapunk.
Elvégezve az x = Qy helyettesitést, a 9y + y3 = 1
egyenlet addédik, amibdl leolvashaté a két félnagyten-
gely mérete, ui. atalakitva kapjuk, hogy

DRt
3

azaz % és 1 a két félnagytengely. A kozéppont az
origd. Mivel a sajatvektorok adjak meg a tengelyira-
nyokat, ezért a tengelyek egyenlete y = x és y = —x,
igy a gorbe abréaja

05 //

/
-0.51 /

-1 -C;.S 0 015 1
) Az 9x* — 6xy + y* — 14x + 3y + 3 = 0 egyenletii
ktpszelet masodfokt 9x? — 6xy + y? részének matri-
xa, a sajatvektorokbol képzett ortogondlis Q matrix
és a sajatértékek A matrixa

9 -3 1 [ 31 10 0
A= 3 1]’Q_\/ﬁ{—1 3}”\_[0 o}
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A B = [—14 3] matrixszal BQ = —¥10(9,1). Az
y Ay + BQy + C egyenlet alakja tehat
9\F \F
2 —_
10y] — 2 Y1 3 y2+3
9\* V10 33
= <\/Ey1 - 1) Ty 27 1
igy a parabola csticsa
= (Y1, 18, —-33
yo=(y1.92) = ¢ \ﬁ( ),
21 117
xg = Qyo = (%/—%> .
A tengelyek egyenlete y + 47 = —1(x — 2l), azaz
y = —3x— 3, valamint y + 117 = 3(x — &), azaz
y=23x~— 9

1 /
0.5

/

-0.5 l
-1

-1.5

8.21. a) Az els6 matrix (jelolje A) karakterisztikus po-
linomja

2-A -1 -1
det(A—AI)=| -1 2—-A -1
-1 -1 2-A
=-A3 4612 -9,

aminek a gyokei Ay = Ay = 3, A3 = 0. Mivel pozitiv
és 0 sajatértékei vannak, ezért A pozitiv szemidefinit.
Kanonikus alakja q(&,%,{) = 3¢ + 342, ami sosem
negativ, de a (0,0,1) # 0 vektorban értéke 0.

b) A masodik maétrix (jelolje B) karakterisztikus
polinomijét is meghatérozhatjuk (—A3 — 6A2 —9\), és
abbol a sajatértékeit, de egyszertibb, ha észrevessziik,
hogy e matrix az a)-beli —1-szerese, azaz B = —A,
igy sajatértékei Ay = Ay = —3, A3 = 0, tehat e matrix
negativ szemidefinit, kanonikus alakja —3¢% — 372

c) A harmadik matrix (jelolje C) karakterisztikus
polinomjat is meghatarozhatjuk, és abb6l a sajatérté-
keit (—A3 +6A% —9A +4 = (1 —A)%(4 — 7)), de sok-
kal egyszertibb a megoldas, ha észrevessziik, hogy

C = B +4I. B spektruma ¢(B) = [-3,-3,0], igy C
sajatértékei 4-gyel nagyobbak, azaz ¢(C) = [1,1,4],
tehat C pozitiv definit. Ez a & 4 5% + 47 alakbdl is
leolvashato, hisz ez mindig pozitiv, ha (¢, 1, ) # 0.

8.22. a) Az els6 matrix sarok-aldetermindnsai

3 1 3

3'12

:5,

1 3
1 2 1|=5.
3 1 4
Mivel minden sarok-aldeterminansa (bal fels6 fémi-

nora) pozitiv, ezért e matrix pozitiv definit.
b) A masodik matrix sarok-aldeterminédnsai

-2 1 1
-2, ‘_f _;:3, 1 -2 = _3.
1 0 -1

Mivel minden pdratlan rendii sarok-aldeterminans
(bal fels6 féminor) negativ, paros rendti sarok-alde-
termindns pozitiv, ezért e matrix negativ definit.

c) A harmadik matrix csak egyetlen elemében kii-
16nbozik az el6z6t6l, de igy determindnsanak értéke
1, igy a sarok-aldetermindnsok el&jeleinek sorozata
— + +, igy a métrix indefinit. Ez a definicié alapjan
is lathato, pl.

[1 0 o] 71 7; : (1) - 1<0,
10 -1 |o]

[2 1 1] _1 —é : i —1>0.
10 -1 |1

8.23. Négy négyzetgyok, melyek koziil csak az elsd
pozitiv definit:

EIEAEA

Az A sajatfelbontasa és pozitiv szemidefinit négyzet-
gyoke

Al[l —1H25 0}1[1 1}
V21 1|0 1|2 |-1 1|’

IR
V2|1 1|0 1|2 |-1 1|7 |2 3|

Tovébbi négyzetgyokok kaphatok a diagonalis matri-

xok negativ ,négyzetgyokot” is tartalmazoé varidnsa-

ival:

5 0 2 3
A

0 -1 3 2|’

) (2 3
~>

0 1 -3 2|’

(5 0 3 2
~>

0 -1 2 -3
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8.24. a) 1. megoldéds az LU-felbontdsb6l: Az A mat-
rix pozitiv definit, mert x(x) = —x3 + 8x2 — 12x + 4,
x(0) =4>0x(1) = -1<0, x(2) =4 >0,igy
minden gyoke pozitiv. Az LU-felbontas

1 0ot 10
A=1 1 0|0 4 2
0 3 1{l0o 0 1
1 0 o]t o o]t 1 0
=|1 1 0[]0 4 0] |0 1 3|,
0 4 1/f0o 0o 1|0 0 1

diag(1,4,1) = diag(1,2,1)diag(1,2,1) és az R =
diag(1,2,1)LT valasztassal

N Q1 =
NN O

1 0 0|1 1 0
=1{1 2 0o/]|0o 2 1| =R"R.
01 1/lo 0 1

2. megoldas a 414. oldalon lefrt algoritmussal:

j=1:s=Aq13=(1,1,0),
1
Ri13=—4=(1,1,0) = (1,1,0
11:3 \ﬁ( )=(1,1,0)
j=2:8s=Ap33= (5,2), s=(52)—1(1,0) = (4,2),

(4,2) =(2,1)

i

Ryp3 =

j=3:s5=(2),s=(2)—-0-(0)—1-(1) = (1),

R333 = %(1) = (1).

Tehat

b) Az LU-felbontas, az U f64tl6jabol allé6 D dia-
gonélis matrix, melyre U = DLT, és végiil az R =
D!/2LT métrixok

1 ol [1 2 2]
A=1(2 1 0|0 4 -4
2 -1 1|]0 0 9
1 ol [t o o]t 2 2
=12 1 0/]0 4 o]0 1 -1,
2 -1 1|10 0 9/|o 0 1
D = diag(1,4,9), D!/? = diag(1,2,3),
1 2 2
R = diag(1,2,3)LT= [0 2 -2
00 3
12 2 1 oo0|l[t2 2
A=|28 0|=1|2 20||02 —2] =R"R.
20 17 2 23|00 3

2. megoldas a 414. oldalon leirt algoritmussal:

j=1:s=A113=(1,22),
1
Ri13=—1(1,2,2) = (1,2,2
s = =(1,22) = (12.2)

j=2:85=A03=80),s=(80)—2(22) = (4,—4),

Ryzs = %(4, —4)=(2,-2)

j=3:s=(17), s=(17) =2 (2) — (—2) - (-2) =9,

1
R333 = %9 =3.
Tehat
1 2 2
R= 2 =2
3

8.25. 1. Az els6 kettd és a negyedik tag vizsgalata
segit elindulni.

9x2 —dxyxy +6x3 —10x; — 200, +5=0 ~»
5

2 2 2 2
- A - A - - 1 — .
3 X2 3 ) + 9 (SXQ 0) 20

Azy; =3x1 — %xz — %, Y2 = 5xp — 10 transzformacié
(egy linedris leképezés és egy eltolds kompozicidja)
utén: y3 + %y% = 20, ami ellipszis egyenlete.

2. Az els6 hdrom taggal konnyen levélaszthat6
egy teljes négyzet:

(3x1

4x% —12x1xp +9x% +x1—8x, =3 ~

(23(1 - 3XZ)2 +x1 — 8XZ =3.
Igy az y1 = 2x1 — 3x), y2 = —x1 + 8x, linedris helyet-
tesitések utdn y? — 3 = v, ami parabola egyenlete.

3. Az els6, masodik és negyedik tag alapjan felir-
hat6 az els6 teljes négyzet:

X34 6x1xp — 765 —2x; +10x, —5=0 ~
(x1 4+ 3% —1)2 —4(2x, —1)2 =2.
Ez egy yZ — 4y3 = 2 alakd hiperbola egyenlete.

8.26. 1. megoldas: Mivel A = 0, azaz PD, ezért van
olyan C matrix, hogy A = CTC. Igy det A = (det C)>.
Az Hadamard-egyenl6tlenség (1d. a (7.18) egyenl6t-
lenséget a 7.69. feladatban) szerint

n
detc] < [ lcil
i=1
Mivel a; = ¢ ¢; = ||¢;||?, ezért
n n
detA = |detC[* < [ lleil|* =[] i
i=1 i=1
2. megoldés: Mivel A = 0, ezért f6atlobeli elemei
—mint az 1 x 1-es féminorai — is pozitivak. Legyen a
D diagonélis métrixban d;; = 1/,/a;;. Ekkor a

B = DAD

matrix szimmetrikus, pozitiv definit, hisz x # 0 ese-
tén
x"DADx = (Dx)"A(Dx) > 0,
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és f6atl6jaban minden elem 1. Ekkor

det A

7
i @i

detB = det A detD? =

igy elég igazolnunk, hogy det B < 1. Legyen B spekt-
ruma [Aq,...,Ay]. Mivel B = 0, ezért a A; > 0
szamokra alkalmazhat6 a szamtani és mértani kozép
kozti egyenl6tlenség:

e (2]

i

azaz ;
detB < (?) =1,

hisz trB = n.

8.27. Indirekt médon tegytiik fel, hogy vannak olyan
B # C matrixok, hogy A = B> = C2. Eszerint
B — C # O szimmetrikus, igy van nemzérus A sajat-
értéke és hozza egy x sajatvektor. Ekkor

0=x"(B2-C?)x=x"[B(B—C)+ (B—C)CJx
=x"B(B— C)x+x'(B— C)Cx
= x"BAx + Ax"Cx
= A(x"Bx + x"Cx).

Mivel B és C is pozitiv szemidefinit, ezért ez csak tgy
llhat fenn, ha x"Bx = x'Cx = 0, igy

0=x"Bx—x"Cx=x"(B—C)x=Ax"x #0,

ami ellentmondas, hisz A # 0 és x # 0.

8.28. F(50) = 7, F(1000) = 1019.

8.29. A b(x,y) = x"Ay (komplex bilinedris vagy
mads néven szeszkvilinedris) fliggvényt egyértelmtien
megadja az A matrix, hisz eiHAe]- = a;;. Ezért elég
megmutatni, hogy a b fliggvény kifejezhet6 a g fligg-
vénnyel, ahol q(x) = b(x, x).

b(x+y,x+y) =b(xx) +blyy) +b(xy) +b(yx)
b(x +iy,x+iy) = b(x,x) + b(y,y) +ib(x,y) —ib(y, x)

Ezekb6l a b(x,x) = q(x) helyettesitésekkel

b(x,y) =5 (g(x+y) —q(x) —q(y))

N[ —

— 5 (ax+iy) = () = q()) .

Ebbél kovetkezik, hogy kiilonb6z6 matrixokhoz kii-
16nbo6z6 g kvadratikus alak tartozik.

8.30. Ha A 6nadjungalt, akkor a kvadratikus alak ér-
téke valos, ui.

(xHAx)H = xHAHx = xHAx,

azaz xHAx értéke egyenl6 a konjugaltjaval, ami csak
valésokra dll fenn. Megforditva, legyen a kvadrati-
kus alak értéke mindig valés, akkor az megegyezik
konjugaltjaval, igy x"Ax = (xHAx)" = x"APx. De

az egyenl6ség két oldaldn egy-egy kvadratikus alak
van, melyek egyenl6ek, igy matrixuknak is egyenl6-

nek kell lennitik az el6z6 8.29. feladat szerint, igy
A = A", tehat A 6nadjungilt.

8.31. Ha valamelyik B; halmaz mérete A, azaz |B;| =
A, akkor minden B; halmazra B; C B; (i # j), és e
halmazok B;-n kiviili részei diszjunktak. Igy n — A >
m—1, azaz

m<n—A+1<n

Ezutan feltehetjiik, hogy a b; = |B;| — A szdmok po-
zitivak. Legyen M a feladat dtmutatéjdban megadott
illeszkedési matrix, azaz mi =1, haie€ B i/ egyébként
m;; = 0. Ekkor a halmazokra kir6tt feltételek szerint

M™ = Al + B, ahol B = diag(by,...,by).

Megmutatjuk, hogy m = r(M™M) < r(M) < n
Ehhez a matrixok jellegét vizsgaljuk. B nyilvan po-
zitiv definit, hisz sajatértékei a pozitiv b; szdmok.
A Al matrix pozitiv szemidefinit, hisz barmely
x = (x1,%2,...,%m) € R™ vektorra

X ALy cmX = Axr+x+... +xm)2 > 0.

Egy pozitiv definit és egy pozitiv szemidefinit matrix
Osszege viszont pozitiv definit (1d. a 8.14. feladatot),
igy MM porzitiv definit, tehat r((MTM) = m. Maés-
részt r(M) < n, hisz M € R"*™. QED

8.32. Aza) allitas a b) specialis esete, ezért elég a b) 4l-
litast igazolni. Tekintsiik a szimmetrikus A € F;*"
métrixot, és legyen b = (411, 4, ..., an,) a f64tlobeli
elemek vektora. Ekkor tetsz6leges x € IFj vektorra

x' Ax

n
= ) Xiaijx;
i=1

n
= Z XiA;iX; + (Z XiijX; + x]ﬂ]‘ixi) aij + ajj = 0,
i=1 i<j

n
=Y xax; x? = x;, (x; € Fy),
i=1

n
= Z Xidj; = XTb‘
i=1

Eszerint ha x € N'(A) = N(AT), akkor x L b, tehat
b € O(A), azaz az Ax = b egyenletrendszer konzisz-
tens. (Véges testek folott a linedris algebra alaptételé-
nek az az allitdsa nem igaz, hogy a sortér és a nulltér
direkt 6sszege a teljes tér, de a merdlegességiik igaz,
és itt csak azt hasznaltuk.)

A b) kérdés a jaték nyelvén dgy szoél, hogy
lekapcsolhat6-e minden ldmpa, ha kezdetben ponto-
san azok a lampak égnek, melyeket megnyomva nem
csak a szomszédaik, de sajat maguk is megvaltoztat-
jak az allapotukat. A vélasz: igen.



8-14 DIAGONALIZACIO ORTONORMALT BAZISBAN

8.33. A Kyp = C4 graf szomszédsagi métrixa, ha az
élek az (i,i + 1) csucspért kotik 6ssze (az cstcsok
0,1,2,3, és i+ 1 modulo 4 értend?d):

01 0 1
1 01 0
01 0 1
1 01 0

A négy sajatpar a kovetkez6 abrakrol leolvashaté:

1 1 -1 -1 0 0 1 -1

1 1 1 1 -1 1 0 0
Nevezetesen ezek az dbrak sorrendjének megfelelSen,
a koordinatakat a bal als6 sarokbdl inditva:

(2/ (11111/1))/ (_2/ (11_1/11_1))/
(0,(~1,0,1,0)), (0,(0,—1,0,1)).

8.34. Ha az egyszer(i G graf A szomszédsagi matri-
xéanak (A, x) sajétpérja, akkor A"-nak (A™,x). Igy

™=

tr(A™) = Y AT

1

Az [A™];; az i-b8l j-be vezetd m hosszt utak szdma.
A f6atloban 1év6 [A™];; tehdt az m hosszu, az i cst-
cson athaladé korutak szama. Igy tr(A™) az Gsszes
m hosszt korok szdma.

8.35. Ha G paros graf, és csticsait tigy sorszamozzuk,
hogy az els6 m csticsbol vezetnek élek a kovetkezd n
csticsba, akkor a szomszédsagi métrix alakja

(0]

B
A=
BT O

, ahol B € R™*".

bl

akkor By = Ax és BTx = My, igy
—AX X
Y ,

s oLl

tehat (—A,[%]) egy sajatpar. Viligos, hogy A fiig-
getlen sajatvektoraibdl a fenti médon kapott vektorok
—A fliggetlen sajatvektorai lesznek, igy A és —A geo-
metriai multiplicitdsa azonos, és szimmetrikus mat-
rixrol 1évén sz6, ez azonos az algebrai multiplicitas-

Ha (A, [J]) egy sajatpar, azaz

X

y

O B
BT O

sal.

Forditva, legyenek az egyszerti G graf szomszéd-
sdgi matrixanak sajatértékei Ag > A > ... 2 Ay_p 2
An—1. Tegyiik fel, hogy ezek szimmetrikusak az ori-
gobra, azaz minden i-re A; = —A,_;. Ekkor barmely
pozitiv paratlan k egészre

n—1
r(AF) = Y Ak =o.
i=0

Az els6 egyenl6séget a 8.34. feladatban igazoltuk, a
masodik a sajatértékek origéra valé szimmetriajabol
koévetkezik. Mivel AF minden eleme nemnegativ, hisz
a k hosszu sétdk szamat adjak meg az elemei, igy a f6-
atléban minden elem 0, azaz a grafban nincs paratlan
kor. Tehat G paros gréf.

8.36. @) Az M miétrix i-edik sorat jelolje az m] sor-

vektor, melynek k-adik koordinétdja 1, ha a k-adik él
illeszkedik az i csticsra. fgy m;.rml- =d;, az i csucs fo-
ka. Azm/m; = 1(i # j) hai és j szomszédos csticsok,
egyébként 0. fgy MMT = diag(dy, da, ..., dv) + A.

b) Az L = diag(dy,dp,...,dv) — A Osszefliggés
azonnal kovetkezik az L és az A definici6jabol.
8.37. Legyen x € RY, ahol v = |V|a G = (V,E) graf
csticsainak szdma, és tekintsiik a g(x) = x' Lx kvadra-
tikus alakot. Mivel L minden sordban (és oszlopédban)
0 az elemek Osszege, ezért

x'Lx = id,-x% —2Y xxj =Y (xi—

i=1 ijeE ijeE

xj)? >0,

igy L pozitiv szemidefinit. Mivel L minden sordban 0
az elemek osszege, ezért L1 =0 =0-1, azaz a (0,1)
egy sajatpar. Kérdés, mennyi a multiplicitdsa?

Tegytik fel, hogy G egyetlen komponensbdl all, az-
az barmely két cstucs kozott vezet ut. Legyen (0,x)
egy sajatpar, azaz Lx = 0, igy x' Lx = 0. Ekkor

0=x"Lx= ) (x;— x]-)z,
ijeE
azaz x; = xj, ha ij € E. Mivel barmely két i és j

cstics kozott vezet t, az ezekhez tartozé csticsokra
az x; értékek azonosak, igy x = c - 1, azaz a sajataltér
1 dimenziés, igy a 0 algebrai multiplicitdsa is 1, hisz
L diagonalizdlhato, mivel szimmetrikus.

Tegytik fel, hogy V = V; UV, U. ..UV} a csticshal-
maz k (diszjunkt) komponensre val6 felbontdsa. Te-
gytik fel, hogy i és j ugyanabba a Vs komponensbe
esik, és (0, x) egy sajatpar. Ekkor az el6z6 gondolatot
megismételve x; = x;. (Ha i és j kiilonb6z6 kompo-
nensbe esnek, akkor nincs koztiik at, igy x; és x; érté-
ke lehet kiillonb6z3.) igy minden sajatvektor linearis
kombindcidja a Vs halmazok karakterisztikus vekto-
rainak. Nevezetesen legyen xs az a vektor, melyre

1, haieV,,
[xs]; =

0, egyébként.

Ez k linedrisan fliggetlen vektor, melyek kifeszitik a
0-hoz tartozé sajatalteret. Igy a 0 algebrai és egytt-
tal geometriai multiplicitdsa azonos a komponensek
szamaval.

8.38. A Petersen-gréaf tobbféleképp definidlhaté: (1)
a teljes 5 cstucst K5 graf élgrafjagnak komplemente-
re, azaz a P Petersen-graf cstcsai a Ks graf élei, és
két P-beli csticsot akkor kotiink ossze éllel, ha a ne-
kik megfelel6 Ks-beli éleknek nincs kozos cstcsuk,
(2) egy dodekaéder szemkozti csticsait és éleit azono-
sitjuk. Igy egy 10 cstcst, 15 éli grafot kapunk:
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E P gréfrol a kovetkezSket allapithatjuk meg:

1. minden cstcs foka 3, azaz e graf 3-reguldris,

2. alegkisebb kor mérete 5, azaz P b&sége 5,

3. barmely két kiilonb6z6 cstcs vagy Ossze van
kotve, vagy van koztiik egyetlen 2 hosszu tt.

Eszerint az A = [a;;] szomszédsagi matrix négyzetére

3, hai=j,
[A%;;=¢1, ha a;j =0,
O, ha aij =1.

A fentiekb6l egyrészt kovetkezik, hogy A2 + A =
110x10 + 2I (ahogy azt mar belattuk a 3.55. feladat-
ban). Mésrészt (3,1) sajatparja az A-nak, és (10,1)
sajatparja az 1ygxjo-nek, és a 10 egyszeres, mig a
0 sajatérték 9-szeres multiplicitasu. Igy a 12 az
110x10 + 2I egyszeres multiplicitdst sajatértéke, egy-
attal az A2 + A-nak is. Eszerint a 3 az A-nak egy-
szeres multiplicitdst sajatértéke, és span(1) a sajatal-
tér. Itt minden matrix szimmetrikus, igy a sajétalte-
rek merblegesek egymasra. Az 11919 + 2I tobbi sa-
jatértéke 2, igy az A barmely (A, x) sajatpdrjdra, ahol
x L 1igaz, hogy

A2X + Ax = (A% + A)x = 1yg510x + 2Ix = 2x,

azaz A2+ A —2=0.Igy Ay = —2és Ay = 1 lehet még
sajatérték. Ha a —2 multiplicitdsa s, az 1 multiplicita-
sa t, akkor s +t =9, és mivel tr A = 0, ezért a sajat-
értékek Osszege is 0, azaz 3 —2s 4+t = 0. Ebbdl s = 4,
t=5,azazo(A) =[-2,-2,-2,-2,1,1,1,1,1,3].

8.39. a) Ha o szinguléris értéke A-nak, akkor o2 sa-
jdtértéke az AHA matrixnak. Ha A téglalap alaku, A?
nincs is értelmezve.

b) Sziikséges, hogy az O(A) térbe es6 bézisvek-
torok az OT(A")-beli bazisvektorok A &ltali képeinek
pozitiv konstansszorosai legyenek.

c) Pozitiv szemidefinit dnadjungalt métrix sajatérté-
kei megegyeznek szinguldris értékeivel.

d) Normaélis métrix sajatértékeinek abszoliit értékei
megegyeznek szingularis értékeivel.

e) Az A" A matrix egyetlen pozitiv szemidefinit négy-
zetgyoke megegyezik az A méduszaval.

8.40. Az 1;x, métrix rangja 1, igy csak egy nemnulla
szingularis értéke van. Mivel e matrix pozitiv szemi-
definit, ezért szinguldris értékei azonosak a sajatérté-
keivel. Az1 = (1,1,...,1) vektor sajatvektor, mely-
nek 1,x,1 = (n,n,...,n) a képe, igy n a legnagyobb
sajatérték, és 0 az Osszes tobbi, tehdt o9 = n,0p =

o =0,=0. vy = ﬁl, 1yxnv1 = V1l = oquy, igy

u = ﬁl. Ebbél a redukdlt szingularis felbontas

1 ! 1[n] Ly
= —1[n]—=1".
nxn \/ﬁ \/ﬁ
Mivel az 1,,x, matrix pozitiv szemidefinit, ezért mo-
dusza megegyezik vele, azaz |1,xn| = Lyxn.

8.41. a) A szinguldris értékek az ATA sajatértékeinek

gyokei. Mivel
2 1|]2 -2| | 5 -3
-2 1| |1 1l |-3 5|’

melynek karakterisztikus polinomja

ATA =

5-A -3

T — =

|ATA — AT 3 53
=A2-10A +16
=(8-A)(2-1),

igy a sajatértékek Ay = 8 és A, = 2. Ezutdn meghata-
rozzuk a sajataltereket. Mivel

TA _gp) — -3 3| _
rref(A'A 81)rref[_3 _3 f[l 1},

ezért az N(ATA — 8I) sajtalteret megkapjuk az
(ATA — 8I)x = 0, azaz az x; + x = 0 egyenletrend-

szer megoldéséval:
X1 I 1

A A = 8hoz tartozo sajataltér tehat span((—1,1)).
Hasonléan szamolva, mivel

TA . 3 =3| _ B
rref(A' A — 2I) = rref {3 N {1 1} ,

ezért az N(ATA — 2I) sajtalteret megkapjuk az
(ATA — 8I)x = 0, azaz az x; — xo = 0 egyenletrend-

szer megoldéséval:
X1| | — 1

A A = 2-hoz tartozo sajataltér tehét span((1,1)).

Az ATA matrix egységnyi sajatvektorai automati-
kusan ortonormaélt rendszert adnak, mivel ATA saj-
dtalterei 1 dimenzidsak, és merdlegesek egymasra.
Mindkét egységnyi sajatvektorra két-két valasztasi le-

het6ség van, a vi = \%(—1, 1), vy = \%(1, 1) vélasz-

1 |-1 1
V=— .
5]
A X maétrix a szingularis értékeket tartalmazza, me-

lyek az ATA sajatértékeinek négyzetgyokei:

=9 A= [ A

tassal

0 V2 0 V2|
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Ezutan meghatdrozzuk az u; vektorokat. Az Av; =
oju;, azaz u; = %Avi képletekbdl:

1,1 2] [
MEGAMES A 1l vzl 1] T ol
1,122l 1] o
TS A0 1 vz 1| T
Innen

1 0

0 1|

Az A métrixnak igy a kovetkezd szingularis érték sze-
rinti UZVT felbontéaséat kaptuk:
-1 1
1 1|

e o

Innen a pszeudoinverz

U=

Si-

At =vzIuT = {

W s =
NN —

} |

Az |AT|Q = (UZUT)(UVT), Q|A| = (UVT)(VEVT)
polérfelbontasok egyike fejben is kiszamolhato:

b
- 1 1
1 1 0 V2 v
U 3 1
e

V2 V2 V2 V2

b) Az

. |4 3||4 0] |25 15
AA=1g 5} {3 5]{15 25}

karakterisztikus polinomja (40 — A)(10 — A), sajatpér-
jai (40, (1,1)), (10, (—1,1)), ezért

e[ 2P

2011 0 10 0 Vio|

Az Av; = gju;, azaz u; = %Av,- képletekbdl:
111 1)1
V2 (1 V5 2]

s 0] 1 [] 1 [
o V103 5 v2| 1] VB 1]
E vektorok adjak az U matrixot:

11 =2

A polarfelbontdsban szereplé pozitiv szemidefinit
matrixok

1|1 =2 |2v10 0 | 1 12
S e IR

5
V10 2
5 9|’

Av, 1 [a 0
W=-"= 3 5

o 210
. AV2 1

uz

6
2

és hasonléképpen

1 ({1 =1/1{2v/10 0 | 1 11
e e S A
V10 |3 1
2 |1 3|°

A Q matrixot megadé formuladba helyettesitve

11 2111
Q_UVT_\/E{Z 1}\5{—1 1}

_ 1 [s
“ Vot 3|

Valéban, A = |AT|Q = Q|A|, ui.

4 0| V10|6 2| 1 [3 -1

3 5 5 |2 90|l 3|
1 |3 —1| V10 (3 1
- 1 3 2 [1 3]

¢) Szimmetrikus matrix szingularis felbontdsat az
AT A sajatértékei és sajatvektorai helyett az A sajatfel-
bontédsabdl is meg tudjuk hatarozni! Az A karakte-
risztikus polinomja

1-A 2

=10 2 =e-nE-a,

igy sajatértékei Ay =3és Ay = —1. Az (A — AI)v; =
0 egyenletrendszer megoldédsa a A; = 3 sajatértékre:

-2 2
rref(A —3I) = rref[ 5 _2] = [1 —1] ,

L

Igy v = ﬁ(l’ 1). A Ay = —1 sajatérték esetén

amelynek megoldasa

rref(A — (—=1)I) = rref E i] = [1 1] ,

E

gy vo = % (—1,1). Mivel A szimmetrikus, ezért saj-

amelynek megoldasa

t.

talterei merSlegesek egymasra. Az A sajatfelbontésa
A = VAVT, ahol
1 (1 -1 3 0
V= V2 {1 1 0 1} '

Ha A pozitiv definit lenne, e felbontas egytttal szin-

’ A=

guldris felbontés is lenne, de itt az egyik sajatérték
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negativ, mely igy nem lehet szingularis érték. Ha a
A masodik sordt —1-gyel szorozzuk (mert a féatlo-
ban csak nemnegativ szdmok szerepelhetnek), akkor
az el6tte 4ll6 V métrix masodik oszlopdnak —1-gyel
val6 szorzésa utan a szorzatuk nem véltozik. Ezt iga-
zolja az elemi matrixokkal val6 aldbbi egyszerti ma-
nipulécioé:

1 0] |1 0
UAUIAU{O _1} {0 1 A.

fgy szinessel jelolve a fenti elemi matrixokkal val6
szorzéasok hatédsat:

A = VAV

ahol
I— 1 0f (1 0
{0 -1 |0 -—1|’
1 0
=V
vy
1 0
Y= A.
0 -1
Innen
1
= 0 1]|-1 2
+ _ 3 T_ 2
A v 0 1]U 3[ 2 1]'

A polérfelbontdsok a képletekkel is kiszamolhatok,
de rajohetiink szamolds nélkiil is. Az A pozitiv de-
finitté valik, ha kicseréljiik két sordt vagy oszlopat,

igy

At 2] _[2 1o 1] _fo 1][2 1
|2 1] 1 2| (1 o] |1 of|1 2|’

Szimmetrikus métrix esetén |AT| = |A| nyilvan fenn-

all.

d) Az a) eredményét felhasznilva azonnal ad6d-
nak, a szingularis felbontds matrixai:

2 2 0 0
A1100]’
(-1 0
U_OJ’
s_[2vi0 0 0 0
0 V1o 0 o0’
r 1 1
i oy 00
1 1 9 9
V=| v2 V2
0 0 1 0
L0 0 0 1

Ezeket felhasznalva

oY 12
at=v|? vmlu=1|7l?2
0 0 4 0 O
0 0 0 O
e) Bar az
2 2 -1
A= 2 -1 2
-1 2 2

matrixnak meghatdroztuk egy sajatfelbontédsat a 8.9.
példaban, igy meg van a lehet6ség az egyszertibb
megoldas lehetdségének ebbol kiindulva, de itt mégis
az éltalanos megkozelitést javasoljuk, ui. ATA = 91,
amit akdr ranézésre is észrevehetiink, hisz az A mat-
rix oszlopai merdlegesek egymadsra és a hosszuk 3.
lgy az %A ortogondlis matrix, tehdt az U = %A,
V =1, X = 31 valasztassal

A= (%A) (BDI

egy szinguldris felbontds! Innen a pszeudoinverz
AT = VETIUT = IJI3AT = 1A, A polarfelbont-
sok is azonnal ad6édnak:

A= (31) <%A) - (%A) (31),

hisz 3I pozitiv definit, %A pedig ortogonalis.

Csak a teljesség kedvéért megmutatjuk, hogy
menne a megoldds a sajétfelbontdsbol kiindulva.
A 8.9. példaban meghatarozott sajatfelbontds az or-
togonadlis Q maétrixszal A = QAQT, ahol

1 1 1

V6 V2 B -3 00
Q:—% O%,A:030

S B 0 0 3

Ve V2 V3

Ezekbd6l megkaphatok egy szingularis felbontds mat-
rixai, nevezetesen ¥ = 3I, V = Q, valamint U a Q
els6 oszlopédnak, X a A els6 sordnak —1-gyel val6 be-

szorzéaséaval:
1 1 1
\ég V2 \{g 3 00
U= 76 0 7l =10 3 0
_ 1 1 1 0 0 3
NG V2 V3

E feladat tanulsdga, hogy egy ortogonalis Q matrix
szingularis felbontdsa Q = QII.
) Mivel

ATA =

84—8] i;
12 2f| o)
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igy azonnal adédik, hogy

1 0
V—Vz—{o 1}, I =

12

12 0
y =
{O 317

Az u; = L Av; képletekbél (i = 1,2) megkaphat6 Us:
1 o 1 p g p

0
0 3
0 0

— N

1
Y
2

N

majd az uz = u; X up = %(2, —2,1) valasztéssal

1 2 1 2
U:§ 1 2 =-2{,
-2 2 1

igy ezekkel a redukalt és a teljes SVD is felirhaté. Eb-
bél pedig

_ 112 1 =2
A+:V2221U;:36[4 8 8]'

¢) Az A és ATA métrixok:

3 2
0 2,
3 =2

TA
AA*012

18 0}

igy 01 = V18 = 3v2, 0 = V12 = 21/3, és
3v2 0}

Yo = V=1I.

0 2v3|’

Az u; = %Av,- képletekbdl (i = 1,2) megkaphat6 U,
és az uz = uy X up vektort is hozzavéve U:

c

Il
Sk oSk
SHS
%\“&\Nﬂ_

S

Ezt felhasznéalva

111 0 1
+_ 2
A_6[1 1 1}'

h) E feladatban az IR"*"-beli matrixban m = 2 <
n = 3, igy érdemes lehet az ATA helyett az AAT mat-
rixszot kiszamolni, hisz az csak 2 x 2-es.

11}1’_;{111
31|, 111

3
AAT =
1

’

melynek karakterisztikus polinomja A2 — 227 + 120,
igy a sajatparjai (12,(1,1)) és (10,(—1,1)), a szin-
gularis értékei o = V12 = 2v/3, 0 = V/10. Mi-
vel forditott sorrendben szoroztuk dssze az A és AT
matrixokat, itt nem a v;, hanem az u; vektorokat

kaptuk meg sajatvektorokként, azaz u; = %(1,1),
L (—1,1). Tehat

uzz\ﬁ
2v3 0 1 (1 -1
0 \/E}’ UzUﬁ[l 1}

Innen a v; = %ATui képletekbdl (i = 1,2) megkap-
haté V; és az vz = v X vy vektort is hozzavéve V:

Xy =

SRS U e B U 1Y I U
12\/51 | V2 Ve |
IS W A N T Y S T e
SERATCH PR VN B RV I
V3=V XV-_L(—1—25)
3 12\/3—0111

1 2 1

V6 V5 V30

) !

NG V30

E matrixokbdl felirhat6 az A redukalt és teljes szin-
guldaris felbontasa, és pszeudoinverze is:

12 1
A_1{11}Vﬁ00} RCT GG
V2|1 1[0 vioo] | v V3 o
V30 V30 V30
_1{1—1}@0 {\}gégﬂ
V2 [l 1| 0 V10 -% 5 0
S o]
oo s 071111
A+ :szglUT — 2 1 |:\/ﬁ 1 :| _ |: :|
f{)ﬁ 0 5| v2|[-11
L6 _
17 -7
1
=— 14 16
60| .

i) Az ATA = 1 6sszefiiggés azt mutatja, hogy az
A ortogonadlis matrix, igy az e) feladathoz hasonléan
azonnal felirhat6 a szingularis felbontasa és a pszeu-
doinverze is minden szamolds nélkiil:

A=AIl", (U=A,Z=1V=I),
AT =TIAT = AT,

j) A N matrix rangja n — 1, igy csak egy szingu-
laris értéke 0, a tobbi pozitiv. Az N matrix egyetlen
permutdléomatrixszal valé szorzassal diagonalis alak-
ra hozhat6, ami egytttal a szinguldris felbontashoz is
oOtletet ad:

10 00,010 ...0

01 0 0|0 01 0
N=UZVI=1 |0 @ - 0] e

00 1 0/(0 0O 1

00 0 o0f[1T 00 ...0
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Tehét a szinguléris értékek 1,1,...,1,0, U = 1, és
\'d egy permutdlomatrix, mely N-bdl egyetlen elem
megvaltoztatdsdval adodik, amit szinessel kiemel-
tink. A szinguldris felbontds ismeretében a pszeu-
doinverz is megkaphato:

0 0 ... 0 171t o 0 0
10 ... 00|01 ... 00
Co ol oo 1 0
0 o 1 0/[0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
_ 1o 1 0 0| _ AT
0 0 ... 1 0]

Meg tudunk-e dltalanos érvényti allitdst fogalmazni
arrél, hogy egy matrix pszeudoinverze mikor egye-
zik meg a transzponaltjaval?

8.42. a) Az A matrix szingularis értékeinek megha-
tarozassdhoz az ATA vagy az AAT sajdtértékeire van
sziikségiink. A b) és az c) kérdésben is az u; vektort
hasznéljuk, ezért érdemes inkédbb az AAT maétrixszal

szamolni:
29 4 12
AAT=14 8 &6
12 6 9

Karakterisztikus polinomja gyokeinek kiszdmolasa-
hoz a racionalisgyok-tételt hasznalhatjuk, szerencsé-
re az 1 gyok, igy a Horner-elrendezéssel megkapjuk
a masik két gyokot kiadé masodfoki egyenletet:

29-7A 4 12
4 8—A 6
12 6 9—-A

=(B6—-A)(9-A)(1—-A7).

= —A3 4 46A% — 369 + 324

Tehat a szingularis értékek 04 = 6,00 = 3,03 = 1. Az
egységkor képe ellipszoid, melynek az origé6tdl legta-
volabbi pontjanak az origé6tdl valé tavolsiga o1, azaz

max ||Ax| =0, =6.
[lx[I=1

b) Az egységgdémb képének, azaz az
E={Ax][x][ =1}

ellipszoidnak az origé6tél két pontja van legtévolabb,
a oju; és a —ojuy vektorok végpontja. Ezek meghata-
rozéséhoz az AAT maétrix A = 012 = 36 sajatértékhez
tartoz6 o1 hossztsagu sajatvektorait kell kiszamitani.
A sajétaltér, azaz az (AAT — 361)x = 0 6sszes megol-
dasa a

-7 4 12
rref | 4 28
12 6

alapjan (4,1,2)t, ahol t tetsz6leges valds szam. Ebbd&l
u; kivalasztasara két lehet6ségiink van:
1
u =+—(4,1,2).
1= E 1)

A két keresett vektor

+oquy = £6- L(4,1,2) = i%
V21 V7

c) Az u; vektor altal kifeszitett tér merblegese

(4,1,2).

megegyezik az uy és u3 altal kifeszitett térrel, azaz

span(u;)t = span(uy, u3).

Az egységgomb képeként kapott ellipszoidnak e sik-
kal val6é metszete egy olyan ellipszis, amely félnagy-
tengelyeinek hossza 0y és 03. Az ellipszis tertilete te-
hét o3 = 37,

8.43. A feladat az A polarfelbontdsat kéri geometriai
nyelven.

Poldrfelbontds fejben: Keressiik az A = PQ felbontast,
ahol P pozitiv szemidefinit, Q ortogonalis. Az A mat-
rix szimmetrikus lenne, ha az els6 oszlopat —1-gyel
szoroznank, de az igy kapott matrix determindnsa
negativ, igy a matrix nem pozitiv definit, de azz4 vé-
lik, ha két oszlopét kicseréljiik. Mindez egyetlen mat-
rixszorzassal megval6sithato:

B

ami valéban egy pozitiv definit (mivel vezet6 fémino-
rai 2, 3 pozitivak), és egy ortogonalis métrix szorzata.
Utébbi (azaz az i — —j, j — i) egy —7m/2-vel, azaz
—90°-kal val6 forgatds métrixa. A P = [2 1] karakte-
risztikus polinomja
xp(A) =det(P—AI) = (2—A)%2 -1
=A2 40 +3=(3-A)(1-A).

A sajatalterek (3,(1,1)) és (1,(1,—1)). Tehdt A
megvalosithaté egy —7r/2 radidnnal val6 forgatas-
sal, majd a képvektor (1,1) irdnyt dsszetevjének 3-
szorosra nyujtasaval és a rd merbleges dsszetevd meg-

tartdsaval.
2. Poldrfelbontds az SVD-bbl:

5 —4
—4 5

1 [-1 1 30
V= — , L=
ﬁ{l 1} {0 1

ATA:{ ]”’A1=9,A2:1«»al=3,az=1

8.44. Azonnal kovetkezik a Courant-Fischer—Weyl
min-max tételébdl (Id. 8.8. feladat), ha azt az AHA
matrixra alkalmazzuk, ui.

x"AHAX = HAtz,

és AHA sajatértékei a szinguldris értékek négyzetei.
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8.45. A 7.53.-beli feladatok megoldhatok a redukalt
vagy a teljes szinguldris felbontds alkalmazdséaval.
Egyszer{ibb a redukalt felbontdssal szamolni.

a) E16szor ellenérizziik, hogy (£7)T = (XT)*, ahol

Y= [o 8] és X, = diag(oy,...,07).
1
% 0 0
=HT=10 ... 2 ... 0 =(xhHt,
0 ... 0 ... 0

mxn
hisz £¥ és ET is n x m-es, igy a végeredmény mind-
két esetben m x n-es, és a X, 1 blokk lesz mindkét
esetben a bal fels6 sarokban, egyebiitt pedig nulldk.

fgy
(AN = (v, luH)T = U,z V],
(AT)+ =(V,Z 7U+)+ =UL 1VIz
és ezek egyenl6ek.

b) Kihasznaljuk, hogy UJU, = V]V, = I, és

=z,

ATAAT = V,Z,UTU, L, VIV, 2 'UT =V, 5, UT = AT,

ATAAT = v, 2 UTU, L, VIV, E U =V, 5, U7 = AT
¢) Az el6z6h6z hasonl6 behelyettesitésekkel

AT(AANY = v,z UlU,z 20! = v,z U] = A,

(ATA)TAT =V, 2, 2V]V, L, Ul = v,z Ul = A,

d) Felhasznélva az a) részletszamitasait is:
(ATA)T = (V,E,UTU,Z vt =V, L 2v],

A“r (AT)+ 1UTU7 1vT VyE ZvT

e) Az el6z6hoz hasonléan.
8.46. A redukalt SVD-k Kronecker-szorzata a matri-
xok Kronecker-szorzatanak redukalt szinguléris fel-
bontésat adja egy megfelel6 sor-/oszlopcsere utan.

Kihaszndljuk, hogy 4éltaldban (AB) ® (CD) =
(A ® C)(B ® D), hogy négyzetes diagondlis matri-
xok Kronecker-szorzata négyzetes diagonalis matrix,
és hogy szemiortogondlis matrixok Kronecker-szor-
zata szemiortogonalis (gondoljuk meg ezeket!). Le-
gyen A és B redukdlt szingularis felbontasa A =
U,L,V], B = Uy, V], ahol £, = diag(cy,...,0,),
X, = diag(g1,...,6p), valamint Uy, V,, Uy, és V,, sze-
miortogonalis métrixok (de nem jeldlnek azonos mat-
rixokat, ha az a = r(A) és b = r(B) rangok véletleniil
megegyeznek). Ekkor

A®B = (UL, V}) ® (UL, V)
= (Us® Up) (T ®Zp) (Ve @ V).

Mivel U, ® Uy és V; ® V}, szemiortogonadlis és Z; ®
L, diagonalis és invertdlhato, ezért mindharom mat-
rix rangja ab, mindegyik teljes rangt, igy szorzatuk
is. Vildgos, hogy a diagonalis matrix spektruma

0(Z, O L) = [Uigj li=12,...,0,j=1,2,..,b|.

Hogy valéban ezek az A ® B szinguldris értékei, elég
megmutatni, hogy ezek az elemek egy redukalt szin-
guldris felbontdsdban szerepelnek. Ehhez az kell,
hogy a diagondlis matrixban a diagonélis elemek
nagysag szerint legyenek rendezve. Legyen PP az
a permutdlématrix, mellyel L, = P(Z; ® I;)PT ezt
a feltételt is teljesiti és legyen U,, = (U, ® Up)PT,
V= (V, ® Y;,)PT. Ekkor

A®B=(U,®U,)P P(Z, @ L,)PTP(V,®Y,)T
=UpZapVy,

redukalt szinguldris felbontdsa A ® B-nek.

8.47. Mint az el6z6 feladatban, legyen az a rangu
A és a b rangt B maétrix redukalt szinguldris fel-
bontdsa A = U,L,V], B = U,L,V], ahol &, =
diag(cq,...,04), Ty = diag(g1,...,6p), és az Uy, Vy,
Uy, és V;, szemiortogonalis matrixok (de nem jelolnek
azonos matrixokat, ha az a = r(A) és b = r(B) ran-
gok véletlentil megegyeznek).

AT @B = (V,2'U]) ® (V,Z, 'U))
= (Vo ® V3)(Z, ' © L, 1) (U] @ U)
(A®B)" = [(UZ,V]) ® (U, V)]
= (Us ®Up)(Za ©Zp) (V@ V).
Mar csak azt kell belatni, hogy
e = (Z.0L,)

ami igaz, hisz az egyenl6ség mindkét oldaldn a

diag (011g1 Seee,

matrix szerepel.

1 1 1 1 1
0aGy” " 0ugy

026G

’ /A
016y 0261

8.48. Mivel ATA spektruma [aiz, .,02,0,..., 0], és
le| < 02, akkor ATA — eI spektruma
[1712 fs,...,a,z —¢—¢...,—¢.

E szdmok egyike sem 0, igy ATA — eI invertdlhato.
Legyen b tetsz6leges vektor és tekintsiik az Ax = b
egyenletrendszert. Tudjuk, hogy a minimaélis abszo-
lat értékd optimélis megoldésa ATb. Megmutatjuk,
hogy lim,_,o (ATA — &) ~1 ATb értéke azonos vele.

Legyen x; = (ATA — sI)_1 ATb. Ekkor x; az
(ATA —eI) x = ATb egyetlen megolddsa. Tekintsiik
az X = lim,_,( x, vektort. Ekkor

AT — ATAR|| = lim ||[ATb — ATAx||
e—0
= lim ||ex¢|| = lime||%X|| =0
e—0 e—=0

Eszerint ATAX = ATb, ami az Ax = b egy optima-
lis megoldésa. Mivel ATb, ATAx, € O(AT), ezért
ATb — ATAx, € O(AT), és igy x. is O(AT) ele-
me, tehat hatarértéke, azaz X is. Eszerint e vektor a
minimalis abszolut értékii optimdlis megoldas, tehat
£ =ATb.




