9.1. A definiciék alapjan:

0 Il = 10, xly = 7, x| = 6 lyl, = 05,
Iyl = 03, Ixl, = 02.

b) Ezek az un. Pitagordszi szamnégyesekbdl kép-
zett vektorok, amelyekben a koordinatak négyzet-
Osszege négyzetszdm, igy a 2-norméjuk egész. A
normdk 3,7,9, 9.

c) 9,5, 4

d) 6,20;

e) p = 4 é p = 5 értékre a legkisebb olyan
p — 1-dim. pozitiv egész vektor, melynek p-

normdja egész: ||(95800,217519,414560)(, =
422481, ||(27,84,110,133) |5 = 144. Euler még azt
sejtette, hogy ilyen nincs.

9.2. A definici6 2., 3. tulajdonsdgabol adédik, hogy
barmely x vektorra ||x|| > 0, és [|0]| = 0, igy a 9.2. de-
finiciébeli 1.-3. ekvivalens az 1’, 2., 3. feltételekkel.

9.3. Példaul x = (1,0,0,...) ésy = (0,1,0,...) ese-
tbn x +y = (1,1,0,...), igy f(x+y) = ¢2 > 2 =
f(x) + f(y). Ugyanakkor a gydkvonds elhagyaséaval
ugyan elvész a pozitiv homogenitas, de megmarad a
haromszog-egyenl6tlenség.

9.4. p =0 esetén a 00 = 0 értékkel a

H(x) = [x1]" 4.+ [xa]® = #{x; | x; # 0},
képlettel definialt ,norma” megegyezik a nemnulla
koordinatidk szamaéval, ami viszont mar nem csak K-
ban, de tetszbleges testben is értelmezhet6. Ez va-
l6jdban nem norma, hisz nem pozitiv homogén (K-

ban sem), de igaz a hdromszog-egyenl6tlenség. En-
nek alakja

H(x) + H(y) = H(x +y).
Ha H(x) =k és H(y) =1, azaz az I és | indexhalma-
zokra x; #0hai € [ ésy; #0,haj € ], ahol |I| =k,
|J| =1, akkor
Hxcty) < IUJT< TUJ+10]] = 1] +1]
= H(x) + H(y).
A H(x+vy) < |[IU]| azért igaz, mert két nemnulla

koordinéta 0sszege lehet 0. A H fuiggvénnyel defini-
dlhat6 az x és y vektorok Hamming-tavolsaga:

dg(x,y) = H(y — x).

Ez metrika, hisz barmely x,y,z € [F" vektorokra
1) dy(xy) =0 <= x=1y,2) du(xy) = du(y,x),
3) dy(x,y) +dy(y,z) > dy(x,z). Ez utébbi hdrom-
szog-egyenl6tlenség visszavezethet az H-ra vonat-
koz6 egyenl6tlenségre:

du(x,y) +du(y,z) = Hly —x) + H(z - y)
>H(y—-x+z—y)=H(z—x)

= dH(X,Z).
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9.5. A hdaromszog-egyenl6tlenség 1-normara, ahol
x,y € K*

n

n n

Ixll+ [yl = Y Il + Y lvil = Y (xil + vil)
i=1 i=1 i=1
n

> Y |xi+yil = [Ix+ylh

i=1
co-normara:

[xlleo + [lyllec = max | +max |yl

> max % + yil = [Ix + yllco-

9.6. a) Legyen ||.||5 : x — ||Ax]|, ahol ||.|| egy tetsz6-
leges norma K"-ben. Ekkor

1 [x[[y = [[AX]| = 0, és [[x[[y = 0 <=
|[AX|| =0 <= Ax=0 < x=0.

2. [lex|[y = [[A(ex)[| = [lcAx| = lc| [|Ax]| =
el [1x]| -

3 [x+ylla = l[Ax+Ay| < [[Ax] + [Ay]|
[Ixl[a + [yl
b) Legyen

Il : x — supﬁ = max X - e,

X
y£0 e =1

ahol ||.|| egy tetsz6leges norma R"-ben.

L x|, = supjej1x-e >0, 6és x|, =0 =
x = 0, ugyanis x # 0 esetén az e = x/||x||»
vélasztassal ||x|[« = x-e = ||x|[2 > 0.

2. Pozitiv homogenitds: mivel maxe| -1 X-e =
max| |1 |X - €|, ezért

llex]l. = sup [(ex) - e = [e| max x - e = |c]||x]|+.
[le]|=1 [[ell=1

3. A haromszog-egyenl6tlenség:

Ix+yll. = Hrgug(”y) ‘e

= max(x-e+y-e)
[lell=1

< max x-e+ maxy-e
flell=1 flell=1

=[xl + [yl -
9.7. Megmutatjuk, hogy ha x,x,, € K" (m € IN), és a
|I]| norméaban lim; e X» = x, akkor

Tim_[xnl] = ]

Ha limy—eo X = X, azaz Ve > 0 3N € N, hogy
m > N esetén ||x, — x|| < ¢, akkor

il = IIx[1] < llxm = x| <.

Ez épp azt jelenti, hogy az x — ||x|| fiiggvény folyto-
nos.
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9.8. A feladatbeli ekvivalencidk tablazatan sorfolyto-
nosan haladva:

n
Il = 1wl <
Il = 2 il <

11]l20Ixll2 = Vullx]l2,

Zmax |xjl = nl[x[leo,

n n

IxI13 = Y |xif* < <Z Ixz'|> = ||xI3,
i=1 i=1

x5 = Z xif? <

nmax [xi[? = n{|x]e,

n
<Y xil =[xl
i=1
2 2
<Y xlP = x5
i-1

(Az els6 egyenl6tlenségnél igazoldsandl a CBS-egyen-
I6tlenséget alkalmaztuk, a tobbi eset nyilvénvalé )

Il = max

x| = max i

9.9. a) Mivel %Jr% = 1 + 51 és
f(x) = xP~Vinverze f~1(x) = x/(P—1) = x‘i | ezért

/uf(x)dx:./oaxp’ldx: {%K: %,

b q1b q
/f dx*/ q_ldx:{x—} :b—.
q 1o q

Ebbél kovetkezik, hogy

1 esetén g =

b) Legyen x,y € C" és

- il
o Iyl

- HXII

Az el6z6 pont eredményébe helyettesitve

|xiyil Bk yil?
Ixllpllylls = IIxIbp  lylidq
Innen pedig
n n n
Yyl X wlP Xyl 1
f i=1 =1 B -~
S TP i
Ixlpliylls ~ xlbp lyllgg P 4
n
Y Iyl < Il Nyl -
i
c) Végiil
n n
| (xy) | =Xyl = |} Ty Z xyil < I, Iyl -
i=1 =1

9.10. a) Ha 1/p +1/q = 1, akkor p-vel szorozva
1+ p/q = p. Masrészt felhasznalva, hogy |a + b| <
|a| + |b| kapjuk, hogy

la+b]P = |a+blla+bl < (ja|+|b])|a+b|"

4 4
= |afla+b]7 + |bl|a + b] .

b) El6szor az a)-beli majd az el6z6 feladatbeli Hol-
P . . 1 _ 1
der-egyenl6tlenséget, valamint az 7= 1-—  egyen-
16séget hasznalva

P
Z|x1+%|p = Z i + yil[xi + il 7

i=1 i=1

Ix+ylp =

n

Z x,||xl—|—yl|ﬂ + Z ‘]/erz"‘?/z‘q
i=1 i=1

( w (Zgyiw)p) (gmyilp)l%

Innen az utolsé kifejezés jobb oldali tényez&jével oszt-
va a Minkowski-egyenl6tlenséget kapjuk:

I+ yllp < [Ix[lp + llyllp-

9.11. A p-norma norma, ui. barmely x, gyy € C" vek-
torra és c € C skalarra

" ,
&) xlly={ X |xl"] =0,
i=1

[x[, =0=x=0,
1

n % n »
b ex|lp = (Zlcxz‘l’”) = (ZICI”I%”)
i=1 i=1

1

n P
= el { Xl )
i=1

o |Ix+ylpy <|Ixllp + lyllp Minkowski-egyenlétl.)

9.12. Jelolje a hat matrixot rendre A, B, C, D, E, F.
[Allr =5 [All; =6, [|All, =5, |All, = 6.

Bllr =5, |[Bll; =7, [[Bll, =5, [[Bflo = 4.

ICllp = V13, [IClly =4, [[Cll, =3, [|Cl|, = 4.

ID[lp =9, [IDll; =8, [ID]; =8, Do = 8.

IEllp = 3v3, |[E[l; =5, |E[l, =3, ||E||, = 5.

B[l = 3v3, [Fll; =5, [[Fll, =5, [Fllo = 5.

9.13. Ha A normalis, akkor unitéren hasonlé egy di-
agondlis A métrixhoz, azaz A = QAQM valamely
unitér Q matrixszal. Ekkor A"A ~ AHA is fénn-
all, ui. A"A = (QAQ™)H(QAQM) = QATAQN, te-
hat AMA és AMA sajatértékei megegyeznek. Masrészt
AP A minden sajatértéke |A|? alakd, ahol A az A va-
lamely sajatértéke. Osszegezve: mivel ||A||, = 01, az-
az az A"A legnagyobb sajatértékének gyoke, ami vi-
szont megegyezik A legnagyobb abszolut értékii sa-
jatértékének abszolut értékével, azaz a p(A) spektral-
sugdrral.



9.14. (=): Ha a P vetitémdtrix mertleges vetités mat-
rixa, akkor ||P||; = 1.

Ha P vetitématrix, akkor O(P) az 1 sajatértékhez
tartoz6 sajataltér, mig NV'(P) a 0-hoz tartoz6 sajataltér.

Ha P vetitématrix, akkor ||[P|; > 1, ul. ||P||, =
IP2[]2 < ||P||3, igy a ||P||2-vel val6 osztds igazolja az
egyenl6tlenséget.

Ha P mer6leges vetités matrixa, akkor O(P) L
N (P) = O(1—P), igy a Pitagorasz-tétel szerint a me-
réleges dsszetevtkre valé x = Px + (I — P)x bontédsra

IxI3 = [IPx[Z + [[(X = P)x|Z > |[Px]|3.

Igy az ||x||2 > ||Px||> kovetkezményeként ||P||, < 1,
azaz a korabbival osszevetve ||P||; = 1.

(«<): Ha a P vetitématrixra ||P||; = 1, akkor P
merdbleges vetités matrixa.

Merdlegességrol 1évén szd, ortonormalt bazist ke-
reslink a vetitéshez. Erre a Schur-tétel alkalmas is,
mely szerint P unitéren hasonl6 egy T fels6harom-
szog-matrixhoz, azaz

P=UTU L, il. T=U"'PU,

ahol U unitér. Egyrészt T is vetités, hisz

T>=U"'PUU'PU=UPPU=UPU=T,
masrészt ||T||2 = 1, ui. U unitér, ezért |[U|, = 1, és
igy
1= [Pll2 = [UTU 2 < [U[2]I T21U 2 = [ T2,
tovabbd
[Tl = [UT"PU < [U2]|P[2]|U]l2 = |[P[|l2 = 1.

27 4

U oszlopainak cseréjével elérhets, hogy T féatljdban
elébb legyenek a 0, majd utdna az 1 sajatértékek, igy

A? X
o 2

A B
O C

2

T = = =

’

ahol A és C fels6haromszog-matrixok, A féatléjdban
0-k, C f6atléjaban 1-ek vannak. Mivel A = A2, és
igy A = AF (k € N¥), masrészt A nilpotens, azaz
Ak =0 valamely k-ra, ezért A = O. Mivel C = C?,
igy C = CK, és C — I nilpotens, azaz valamely k-ra
(C — Dk = 0, ezért a binomialis tétel szerint

0=(C-1f= f(—l)f(k) <

1

i=0
k-1 -k
= Z(*l)l(i) C+ (-Dfr= (=D)*(—C+1),
i=0
azaz C =1, és igy
O B
T=lo 1

Végiil megmutatjuk, hogy B = O. Ha a B matrixnak
a T j-edik oszlopaba es6 valamely eleme nem nulla,
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akkor ||Te]-\|2 >1. Az1 = HTque]HQ = HTejHZ > 1
ellentmondds igazolja, hogy B minden eleme 0, igy T
diagonalis. Ekkor V' (P) L O(P).

9.15. Tekintsiik példdul az aldbbi hdrom matrixot:

2 0 B — 0 1 1 2
0 1|’ T2 2 0 1
Ezekben 2 az elemek maximuma, igy barmely két
matrix maximum norméjénak szorzata 4. Szorzata-

ik:
0 1
2 6|

9.16. Ha volna olyan skaldris szorzds K”"-en, mely &l-
tal indukdlt vektornorma a maximumnorma lenne,

A: , C:

0 2
2 2

2 4

,AC:01

AB:[

}, BC =

Ezek elemeinek maximuma rendre 2, 4, 6.

akkor a 7.13. feladat szerint igaz lenne a bel6le az
IIx|l = /{x,x) képlettel definidlt norméra a

2 2 2 2
[ +y 17+ lx = ylI" = 2[lx]I” +2[lyll
paralelogrammaazonossdg. Ez azonban pl. az x = ey,
y = ep vektorokra a maximumnormaéval nem all fenn,
ui. ”eleax =1 |e2Hmax =1 Hel + e2”max =1,
lle1 —exlpax =1, és1+1 #£242.

9.17. Ha ||.||, egy vektornorma, akkor az indukalt
matrixnorma definiciéja szerint

I
max Xl _
Ixll,=1 [IxIl,

1}, =
Masrészt

IMlp=vV1+1+...+1=n.

9.18. Ha A egy tetszbleges sajatértéke A-nak, és x a
hozza tartoz6 egyik sajatvektor, azaz Ax = Ax, akkor

Axxt = Axx ~ ||A]| HxxHH > [|Axxdt|| = AL [|xx"

’

és mivel x # 0, igy xx" # O, azaz ||xx"|| # 0, vagyis
leosztva vele |A| < ||A|| adédik. Ez minden sajatér-
tékre, igy a spektrélsugérra is igaz.

Megmutatjuk, hogy tetszéleges pozitiv e-hoz van
olyan k. kiiszobindex, hogy k > k. esetén

o(a) < (1a4) """ < p(a) +e,

ami igazolja a méasodik Gsszefiiggést. Mivel p(A)K =
p(AY) < [|AF, ezért p(A) < [AK[V/E M-
vel A/(p(A) + €) spektrdlsugara 1-nél kisebb, ezért
a 6.105. tétel szerint

k
A
li —— ] =0
Py (p(A) + s)
Mindkét oldal normaéjat véve a bal oldal normdja 0-

hoz tart, azaz

k
lim 7HA I =0.
k—ro0 (p(A) + E)k
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Eszerint van egy olyan k, kiiszobindex, hogy minden
k > k¢ egészre
A%
— < 1[
(p(A) +e)k

azaz ||AF||V/K < p(A) + ¢, amivel igazoltuk az 4llitast.

9.19. Mivel kp = 01/0y, és 07 > 0y, ezért barmely
matrixra x, > 1. Ebbe beletartozik az az eset is, ami-
kor 0, = 0, ekkor ugyanis definicié szerint xp = co.
Haxy, =1, akkor oy = 0» = ... = 0, = ¢ vala-
mely pozitiv ¢ konstansra. Eszerint minden C" vala-
mely bézisanak minden x vektorara AHAx = c?x. De
akkor e bazisvektorok minden linedris kombindciéja-
ra, azaz a C" minden x vektordara AHAx = 2x, igy
APA = ?I. Ekkor az U = %A matrix unitér, azaz
A = cU, és ezt kellet igazolni.
9.20. Invertdlhaté6 A maétrix kondiciészama definicié
szerint k = ||A||[|[A7Y|. Legyen x, ill. X az Ax = b,
ill. az AXx = b + h megoldasa. Igy A(x —x) = h, és

] = [[A(x =x)I| < [[A][[x = x||. Hasonléképpen
x|l = |[A=1b]| < |[A~1|||b]|. Mindezekbs]
= x| _ (] YY)
[t AL (Al A= bl bl
Mésrészt [|x — x| = [|A~"h|| < [|A71][[[h]] és [[b]| =
[Ax]| < [[A[[[x[|, amibsl
Ix=x|| _ [A~Hi[n] _ [AIAZH R _ ]
[l [l b b]
Ezzel igazoltuk, hogy
—lbll _ [x=x][ _ |k
K < < K
Bl = lIx] bl

Ez tomoren azt jelenti, hogy ha A j6l kondicionalt,
azaz k értéke kicsi, akkor kis relativ hiba a b vekto-
ron a megolddasban is csak kis valtozast okozhat. Mds
széval a b apr6 mérési vagy kerekitési hibai okoz-
ta bizonytalansagok sem rontjak a megoldds megbiz-
hat6sdgat. Ha A rosszul kondiciondlt, azaz x értéke
nagy, akkor kis relativ hiba is okozhat nagy valtozast
a megolddasban, ami igy kevéssé megbizhato.

9.21. A mogottes tartalom analizisében (Latent se-
mantic analysis — LSA) hasznalt egyik technika a sza-
vak és dokumentumok kapcsolatat leiré matrix kis
rangu kozelitésével valé szdmolds. A feladatbeli r
rangt G matrix redukdlt szinguldris felbontasa és an-
nak legjobb k rangt (k < r) kozelitése

G=UZL V], G;=UZLV].
Igy a keresett
Cosyj = 7qTGej
T llallliGeyll
helyett a
q'Gye;
cos @ =

lalll|Grell

értékkel szdmolhatunk. Mivel Gye; = UkaVZej,
és [|Grejl| = UxZxViej|| = [[Uxw;| = [lw;]|, ahol
wj = ZkVZe i ezért szamolhatunk a

Ccos @j = qTer]- = qTUij
lalllGke;ll lallliw;ll
képlettel. Mivel el6re kiszdmolhat6é az Uy és a Wy, =
L VI = [wq|...|w,] métrix, a tobbi szdmolast elég

akkor elvégezni, ha q és j értékét ismerjiik.

9.22. Vezessiikk be az a = vec(A), h = vec(H),
d = vec(D"), x = vec(X) jeloléseket. E vektorok
az R™ elemei. A ||H| norma helyett tekinthetjiik
a ||H||r normat is, hisz ezek ekvivalensek. Konkré-

tan [H|l» = o1, [|H|F = \/o? +03+...+0F, ahol
k = min(m,n), igy

[H]|

Vk
és ||H||p = |/h||. Eszerint a meghatdrozandé D matrix
megkaphat6 a
f(A+H) - f(A) — tr(DH)
([H]|

< [H|2 = o1 < [Hl|F < VKI[H]2,

lim =0

H—-O0
hatarérték helyett a

i f@ 1)~ f(a) —d-h

=0
h—0 |kl

hatarértékkel is. Mésrészt d = g—i, azaz

[ii of of Of of  of af]ﬁ

axll ale e axln ale e axZn T axml ame T axmn

Az d-h = vec(D") - vec(H) = tr(DH) = tr(2H)
igazolja az allitdst. A derivalt az R™*" tér egy adott
A ,pontjdhoz” tartozik, ezt is jelolve precizebben:

dfa-h=tr(DfpH) = tr (%(A) H)

9.23. a) (3t%,—2t)|,_, = (12, —4), a derivalt kiilonfé-
le jeloléseivel és matrixalakban

or Loy | 12
D2 = 2(2) = 1(2) = H .
b) A Jacobi-matrix és értéke az adott helyen

Ve Ve _[ }
2LV Vel

c) A Jacobi-maétrix és értéke az adott helyen

N ==
N ==

v u 2 1
2u 20 ~r 2 4
3u2 0 3 0

d) A gradiensvektornak is nevezett eredmény matrix-
alakja 1 x 3-as:

Dy (123 = grad f(1,2,3)

= {yz Xz xy—Zz}

(1,23)
= {6 3 —4].



e) A Jacobi-matrix altalanos alakja és a megadott he-
lyen val6 értéke:

ow  —2xy 12 -4
g—{( = luw x| ~ g—{((A) =1[15 —4
uv 0 20 0

Eszerint az A-ban folvett fliggvényértéktsl valo elté-
rés az A + AX helyen j6l kozelithetd a

12 -4 Au Av Aw
S = Ay Az
20 0 Y

= 12Au + 15Av + 20Aw — 4Ax — 4Ay.

értékkel.

9.24. A fiiggvény megvdltozasinak becsléséhez az
f(x + h) — f(x) értéket kell megbecsiilni. A diffe-
rencidlhatésdg 9.15. definicidja szerint erre a Dgyh
mennyiség alkalmas, ha a fliggvény differencialhat6
az x pontban. Eszerint tehat

f(x+h) ~ f(x) + D¢ h.

E képletet felhaszndlva az alabbi megoldasokra ju-
tunk:

a) E feladatban h = (—0.05,0.1), igy a fiiggvény
megvaltozésa a

Djouh=[-1 0] [8105

értékkel becstilhets, tehat a fiiggvény értéke

} = 0.05

0.1

F(x+h) = f(~0.05,1.1) ~ £(0,1) + Dy g1, [—0.05}

=1.05,
azaz f(—0.05,1.1) ~ 1.05. Ha pl.

flay) =xy—xy’ +1,

ami kielégiti a feltételeket, akkor a pontos érték
f(—0.05,0.1) = 1.0693.

b) Itt h = (—0.2,0.1), igy a fiiggvény megvaltoza-
sa a

3 3 3.2 3.1
-5 5]]|-02 570t 8 10
Dfqph=|2 38 = [2'1,78 10
(1) 1 1/|o01 ~5+ 1
0.3375
—0.1
értékkel Dbecstilhets, tehat a fiiggvény értéke

£(0.8,1.1) ~ £(1,1) + (0.3375,—0.1) = (—0.0375,1.9).
Ha pl. f(x,y) = (—x3/2+13/8,x +y), akkor a pon-
tos érték £(0.8,1.1) = (—0.089625,1.9).

c) Itt h = 0.1, igy a fuiggvényérték becslése

f(1)h = H 01 = [gﬂ £(1.1) =~ [gﬂ .

HOSSZUSAG ES SEBESSEG  9-5

d) A B kozel van az A-hoz, igy

)~ 5 + e (2 (a3 )

9.25. a) A Jacobi-determindns és értéke az adott he-
lyen:

2x yz 1
dx,y,z2)=|0 xz 0 |=-2x%2, d(1,2,3)=—6.
0 xy -1

A leképezés az adott pont kornyékén meghatszoroz-
za a térfogatot, és megforditja a koriiljarast.
b) A Jacobi-determindns és értéke az adott helyen:

0 zcos(yz) ycos(yz)
d(x,y,z) = |zcos(xz) 0 x cos(xz)
ycos(xy) xcos(xy) 0

= 2xyz cos(yz) cos(xz) cos(xy),
d(/T, /7T, V/7T) = 277 ~ 11.137.

A leképezés megtartja a kortiljarast az adott pont kor-
nyezetében, és a térfogatot tobb, mint 11-szeresére
noveli.

c) A Jacobi-determinans és értéke az adott helyen:

¥ 1
-/ % /;Ty
¥ X
\/: \/; (u,0)
Ha u > 0, megforditja a kortiljarast.

9.26. a) In2, b) (6> —a®)(p™> —q7°), o Labc,
d) .

1
2

1

2x

1

2u’

(u,0)

9.27. ) Megoldva az (x2 — x3,x1x2) = (4,V5)
egyenletet, kapjuk, hogy
-l =4 x4} —5=0 x1=v5
> lad
x1x3 = V5 x1>0 xp = 1.

Tehat az (xq,x2) — (y1,y2) fliggvény derivéltja az
(x1,%) = (1/5,1) pontban

[ 2% xz} B {2\/6 1 }
-2 Tl =2 5)°
X2 X1 (vV51) V5
E matrix inverze az inverz fliggvény derivaltjanak
matrixa, azaz

of ! 1|vs -1
ax<4'f5>:1z{z m}

b) Azy = (1,2,3) 6sképe konnyen megéllapitha-
t6: ha x; > 0, akkor x5 is, és x; = xp = 1, ahonnan
x3 = 1 adodik, azaz £(1,1,1) = (1,2,3). igy az f
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fuggvény Dg (1 1 1) derivaltmatrixdnak inverzét keres-
stik.

2 3
3x1x2 Xy 0
D¢ = 2x§' 6x1 x% 0 ,
3x2x§ 3x1 xg 9x1 x2x§

det D¢ = 144x}x3x3 # 0.

A legegyszer(ibb, ha el6bb kiszamoljuk a Dy (; ; 1 ér-
téket, és azt invertdljuk:

3xpxy ] 0 310
Diq) = | 263 6xax3 0 I e
3x2x§ 3x1x:§ 9x1x2x3 111 339
¢ 1
€ D1 103) = Dg 114y, 18Y
-1 3 4
10 8 is O
D¢1123) = |2 6 0 = ,% %% ?
339 -5 -4}

Joval kortilményesebb tt, ha elébb szdmoljuk ki Dy
inverzét és csak utana helyettesitiink:

_3 __1_
8x3x; 136x§ 0
-1 _ _ 1 9o
D¢ = Df - 8x3 16x1x3 0
__ X3 _ X3 1
12x3x; 24x1x3  9x1x0%3
3 1
PR L
D¢1(123) = Dy (111) _§ 1§ (1)
12 T2 9

Legytink 6vatosak. Az inverz fliggvényt nem hata-
roztuk meg, és nem azt derivaltuk, a Df_1 kifejezés-
ben még mindig az xq, xp, x3 valtozok szerepelnek,
igy az (1,1,1) vektort kell behelyettesiteni, nem az
(1,2,3)-at!

9.28. A Python sympy csomagja — nem az altalunk a
konyvben haszndlt szdmlaléelrendezést, hanem — a
nevezGelrendezést (denominator layout) haszndlja.

9.29. Mindegyik feladatban konnyen ellendrizhets,
hogy a kezdeti értékek 0, 1, vagy 1, 1, vagy 1, 2, igy
elég csak a rekurziv formulat ellen&rizni.

a) Az Osszes olyan n + 1 hosszu bindris sorozat,
mely nem tartalmaz két szomszédos 0-t, megkaphat6
agy, hogy egy n hosszt elé az elsd bitjétél kiilonb6zd
bitet frunk, vagy egy n — 1 hosszu elé 11-et.

b) Az 6sszes olyan n + 1 hosszt bindris sorozat,
mely 0-val kezd6dik, és az egymas melletti azonos
jegyek szdma pératlan, megkaphat6 gy, hogy az n
hossztiak jegyeit az ellenkezére véltoztatjuk, és elé-
jiikk frunk egy 0-t, vagy az n — 1 hosszuak elé 00-t.

c) Az {1,...,n+ 1} halmaz §sszes olyan részhal-
maza, melyben nincsenek szomszédos szamok, meg-
kaphat6 ugy, hogy az vagy az {1,2,...,n} halmaz
ilyen részhalmaza, vagy az {1,2,...,n — 1} ilyen rész-
halmaza hozzatéve az n + 1 szamot.

d) A n+ l-edrendti T, tridiagondlis matrixbdl
kivalaszthat6 osszes nemnulla kigy6 vagy egy T -beli

kigyobol és a t, 11,41 elembdl vagy egy T, _1-beli ki-
gyobol és a ty 11, ty11,, elemekbdl 4ll.

e) A2 x (n+ 1)-es sakktébla ilyen dominé6fedései
megkaphaték vagy egy 2 x n-es sakktdbla lefedései-
bél egy fliggblegesen hozzaillesztett dominéval, vagy
2 x (n — 1)-es sakktébla lefedéseibdl két vizszintesen
hozzaillesztett dominéval.

f) Azonos a d)-vel!

g) Az n + 1-dik hénapban azok a nyulpéarok el-
nek, melyek egy hénappal korabban is éltek, és azok,
amelyek épp akkor sziilettek, de ezek szdma azonos
azokéval, amelyek 2 hénappal kordbban éltek.

9.30. A rekurziv sorozat explicit alakja, a kezdeti fel-
tételeket is kielégitd alakja, és esetleg a sorozat né-
hany elsé tagja:

D cr(—1)" 462", x = 12— (~1)1),

b) c(1+1)"+c(1—1)" x4 = 7(1 i)"
0,1,2,2,0,—4,-8,-8,0,16,.

o) ci(1+iv2)" +cr(1— iﬁ)n,

Xy = 211—\/5((1 +iv2)" — (1 —1ivV2)"),

d ci+onx,=2—n

e) 12" + con2", x, = 2"+ — %nZ”,

f) A differenciaegyenlet karakterisztikus polinomja
X(A) = A2 441 +13 = (A +2 — 3i) (A + 2 + 3i).
gy az Gsszes megoldds x, = cq(—2 4+ 3i)"
(=2 —3i)". A kezdeti feltételek a kovetkezd
egyenletrendszerre vezetnek:

j(l-i-)

n= 0, Xp = 1: 1 —+
(=243i)c; + (-2 —-3i)er =1,
amelynek megoldasa: c; = 12 ,

kezdeti feltételeket is kielégitd megoldas az

=1,

n=1x=1:

¢ = Innena

1;1(72+3i)"+ 1;—1
sorozat, amelynek elsé néhdny tagja 1, 1,
1, =719, 2863,....

o1 (=1)" +ca+c3m, xp = §(—1)" —

Xn = (=2 —3i)"

—17, 55,
g I+
h)
Az ebbdl az egyenletrendszerbdl a négy ismeret-
lenre felirhat6 izlésteleniil bonyolultnak kinézé
egyenletrendszert konnyen megoldhatjuk, ha ész-
revessziik, hogy itt a Fibonacci-sorozat tagjai 0-
kal felvaltva kovetik egymast, igy a Fibonacci-
sorozat explicit képlete felhaszndldsaval azon-
nal megkapjuk e sorozat explicit képletét, hisz
€1 = ¢y, c3 = cy biztositja, hogy minden maso-
dik érték 0 legyen, és az i2f = (—1)F valtakozo
el6jele beolvaszthaté a gyokos kifejezésbe, hisz
(—DF(S ) = (A58)%, tehat
1+ (=1 (B = @+ ()" (5

(e ea(-1)") (F2)} + (eai +ea(—i)) (2"

X =

n 2\/5

i) cle%i”” + cze_%im’ 4+c3, 60 = 1—
1,0,0,1,2,2,1,0,0,1,2,2,....

2 sin(%nn),

S

7



9.31. A Fibonacci-sorozat apr¢ véltoztatasaval konst-

rualhat6 ilyen sorozat. Mindegyik kérdéshez meg-

adunk egy rekurziv 0sszeftiggést és a sorozat elsd né-
héany elemét, a kezd6értékeket vastagon kiemelve.

a) xp = x,— +x,-4,0,1,0,1,0,2,0,3,0,5,0,8,0,...
(minden mésodik elem 0, koztiik a Fibonacci-so-
rozat).

b) xp = xy—2+x,-4,1,0,0,0,1,0,1,0,2,0,3,0,5,...
(a harmadik elem, valamint minden masodik
elem 0).

c) Xp=—Xy,_»—x,-4,1,0,0,0,—1,0,1,0,0,0,—1,
(egy 6 hosszu sorozat ismételve, minden masodik
és minden harmadik elem 0).

9.32. a) A megoldas

XTl:7

fn+1 fn 4
fn fnfl 5|’

ahol f, az n-edik Fibonacci-szdm. A kifejezés expli-
citté tehet6 a Fibonacci-szdmok explicit alakjanak be-
helyettesitésével.

b) Mivel az egyiitthatomatrix karakterisztikus po-

linomja x(x) = 22 — Jx —

1++5
6 7

%, igy sajatértékei

tehat a spektralsugar kisebb 1-nél. Ekkor a hatarérték
létezik, és

R
n=oo 01 311 0
-1
(1] 2 41 1] 3
Gl ) =R

9.33. Ha csak annyit tekintiink feladatunknak, hogy
a) igazoljuk a sajatértékekre és sajatvektorokra vonat-
koz6 formulat, akkor elég azt egy behelyettesitéssel
ellendrizni, de ha az is kérdés, hogy b) hogyan johe-
ttink ra egy ilyen képletre, akkor mésfel6l kell a kér-
déshez kozeliteni. Mindkét esetben egyszertisithetjiik
a szamitasokat azzal, ha a T matrix helyett a
0 b
c 0 b
S=T—al= c 0
. b

c 0
matrixot vizsgéljuk. Ugyanis T-nek (A, x;) pontosan
akkor sajatpérja, ha (A —a,x;) az S = T — al métrix-
nak. Igazolnunk kell tehat, hogy az S matrix (py, xy)
sajatparjaira

km cV . jkrt
i = 2V/be cos Py [X¢]j = (\/;) sin -~

aholk=1,2,...,nésj=1,2,...,n
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a) Az S matrix els6 és utols6, valamint kozéps6
soraira kiilon-kiilon kell ellenérizni az Sx; = pxi
Osszeftiggést. Az els6 sor esetén ellenSrzendd a
blxe]o = yk[xk]l képlet. Kifejtve

c km
. Zsin /"~ =2 2 sin ——
b bsmn \Fcos +1 bsmn+1,

amit egyszer{isités és a sin(2a) = 2sinacosw azo-
nossdg igazol. Az utols6 sor esetén igazolni kell a
cxklu_1 = pr[xx]n Osszefiiggést. Kifejtve

a1 (n—1km c" . nkm
c i1 SII’IT—Z\/TZCOS I 1nn+1,

B .. atp

o— z
2 cos 5 SIn —5— azonossag

igazol az &« = km, B = nn_plkn értékekkel. Végiil
az 1 < j < nindexekre a c[x¢]; 1 + b[xi]jr1 = pr[xil;

Osszefiiggést kell igazolni:

amit a sina + sinf =

cl
= 2\/7(:05 — 1 i sin

A o+ /piT kifejezéssel Val(’) egyszer(isités utan az
a— ﬁ atp

sina 4 sin B = 2cos sin —

o= G n}r)lk i B = G ;:i)lk T értékekkel.

b) Az érdekes kérdés az, hogy hogy johet ki ez
a meglepd, trigonometrikus fliggvényeket tartalmazé
eredmény a sajatértékekre és sajatvektorokra. A sajat-
értékek meghatarozasahoz az egyszertiség kedvéért a
det(T — AI) zérushelyei helyett a D, = det(S — uI)
zérushelyeit keressiik. Fejtsiik ki Dj,-et az els6 sora
szerint:

azonossag igazol az

—u b
c—pn b
D, = c—pu
S b
c—H
—u b c b
c—p b —u b
=-p c—p - |=b] c—p
b b
S c—H
= —uDy_1 —becDya.

E differenciaegyenlet megolddsdhoz kezdeti értéke-
ket is kerestink. Természetesen adédik a D; = —pu
és a Dy = p® — be érték, de konnyebben boldogu-
lunk, ha a Dy = 1 értéket is bevessziik a sorozat-
ba, ez ui. kielégiti a differenciaegyenletet, nevezete-
sen y?> —bc = Dy = —uDy — bcDy = p? — be. Ke-
ressiik tehdt a D, = —uD,,_1 — bcDy,_3, Dy = 1,
D; = —pu explicit megolddsat. A karakterisztikus
egyenlet x2 + px + bc = 0, ahonnan

—p =/ u? —4bc
2 4

X12 =



9-8 HOSSZUSAG £S SEBESSEG

igy az éltalanos megoldas

(—y+\/y2—4bc>n+
2

<—;4— Nila —4bc>n
a e\
Innen az n = 0 és n = 1 esetekbdl ad6do egyenlet-
rendszer megolddsa a c¢; és cp ismeretlenekre, vala-
mint a veliik felirt megoldas:

n=0: C1+C2:1
— /12 —
n=1: ¢ V_'_;l 4bc+
—p+ /% — 4bc

1= ’ C) = —

24/ u? — 4bc

— /2 —4bc
. -

—u—\/p% —4bc
2/ —4bc '

D, =

1 1
(pl + Vu? 4bc>n+ B <y — /12 4bc>n+
2 2

/12 —4bc

D, nevez8je nem lehet 0, mert az ellentmond a két
kiindulé egyenletnek. A D, értéke 0, ha

—p—/p*—dbc _
fthm/y —4bc

ahol € egy primitiv n + 1-edik egyseggyok az egysze-

k—1,2,...,n,

riiség kedvéért mond]uk e = ent. k értéke nem lehet
0 vagy n + 1, mert &0 ntl — 1 a tort szamlalo-
ja és nevezdje pedig kiilonb6z6. A fenti formuldbol
kifejezhetd p:

= &

ek — 1 4bc
1-
€k + 1 HZ
J,» k kn; + k'ra
2 2 n+ n+
§= i%Z\/ i%zx/bc
=2vb ccos ,aholkf12
ke (n+1-k)m

Mivel — cos ;55 = cos , ezért a £ eljel bar-

n+1
melyike kivalaszthaté. Igy a Ay —a = py osszefiiggés

alapjan a T matrix n kiillonb6z6 sajatértéke

Ak = a+2vbccos k7 ,aholk=1,2,...,n
n+1

Haa =2,b=c = —1, akkor az 1 — cos(2a) =

2sin? alkalmazasaval 2 + 2cos % =
2 cos nkfl = 4sin? 2(”+1), aholk=1,2,...,n

9.34. Valéban, az I, integral eleget tesz a kovetkezd
feltételeknek: Iy =0, I} = 7, és I;;41 — (2cosa)l, +
Iy—1 =0, ui.

Liy1—(2cosa)l, + 1,4

:/(;"

COS nX COS X—sin nx sin x—cos na cos a+sinnasina
COS X—Cos a

cosnx—cosna

—2cosa COSX—CO0S 4

_|_ COS nX COS X+sin nx sin x—cos na cos a—sin na sina dx
COs x—cosa

:/ 2cosnxdx =0, mertn > 0.
Jo

Tehdt A? — (2cosa)d +1 =
egyenlet, igy a sajatértékek

2cosa+ V4cos?a—4 g
2 e

0 a karakterisztikus

Ao =

ahonnan a két alapmegoldas (1,e”i,ezgi, eda

(1/ e—m, e—Zm, e—Sml .

..) és
..). A kezdeti feltételekbdl ado-
do egyenletrendszer:

c1+c=0,

cre™ + e ™ =1,

amibdl c1 (2isina) = 71, azaz ¢; = —cp, igy

T
2isina

(cosna+isinna) — (cosna —isinna)

"~ 2isina 2isina
___sinna
~ " sina’
9.35. Ha x;, megoldés, azaz
x, = Axp +z, *

és xo megolddsa a homogén résznek, azaz x| =
Axo, akkor 0sszeadva a két egyenletet kapjuk, hogy
(xp +x0)" = A(xp + x0) + 2, tehdt x, + xg is megol-
désa az inhomogén differenciaegyenlet-rendszernek.
Masrészt, ha x; egy tetszbleges megolddsa az inho-
mogén rendszernek, azaz

— Axi +2, )
akkor az xg = x; — x, megolddsa a homogén rend-
szernek, ui. kivonva a (**) egyenletbdl a (*) egyenletet
kapjuk, hogy (x1 —xp)" = A(xq — xp), azaz x, = Axg.
9.36. A megoldésok:
a) y=ce ¥, y=2e"#,
b) y=cet,y=0,
o y=cre M4 y=1L1eH+3,
d) y = cjcos2t+cysin2t, y = 2cos2t,
e) y=cre > + el y=e " —2e,
f y=cre ¥ tcet,y=2e"3 —6et
) y=cie X fopte ™,y =e72 4 2te”?,
h) y=cre?cost+cresint, y = 3e 2
) y= c1e 12 cos @t + et/ 2sin ?t,

y = 2e~"/2(cos @t —sin @t)

cost,

9.37. El6szor megoldjuk a homogén részt. A homo-
gén differencidlegyenlet karakterisztikus polinomja
x? + w? = 0, a sajatértékek +wi, igy az osszes meg-
oldas

Yy = c1 coswt + cp sin wt.

Az inhomogén egyenlet jobb oldaldn a homogén
rész megoldésa szerepel, igy egy megoldasat y, =
At cos wt + Bt sinwt alakban keresstik. A derivaltak
y; = A cos wt + Bsinwt — Awt sin wt + Bwt cos wt,

Yy = —Awsinwt + Bw cos wt — Aw sin wt + Bw cos wt

— Atw? cos wt — Bw?tsin wt.



Behelyettesitve az yg + wap = Fcoswt egyenlet-
be, majd egyiitthatéosszehasonlitast végezve kapjuk,

hogy

cos wt: 2Bw = F, )

A=0, B=—.

s
sinwt: —2Aw =0, 2w

Innen az inhomogén differencidlegyenlet altaldnos
megoldasa:

F
y= @tsinwt—i—cl cos wt + ¢y sin wt.

9.38. Jelolje D a derivalds operédtorat, I az identi-
kus operatort, melyek az R minden pontjaban dif-
ferencidlhat6 fiiggvények terén hatnak. Ha p € R]t]
egy n-edfokt polinom, akkor D"*! annulllja, azaz
D”“p =0, hisz DFt" = 0, ha k > m. Ha egy allan-
dé egyiitthatés homogén linedris differencialegyen-
let karakterisztikus polinomjanak a 0 k-szoros gyoke,
akkor alakja D¥(d(D))(y) = 0, ahol a d polinomnak
a 0 mér nem gyoke. Igy a D¥(d(D))(y) = p (p fo-
ka n), akkor D"*1DK(d(D))(y) = D"*lp = 0, azaz
D"14k(d(D))(y) = 0. Ennek megoldasai

y=u +c1+czt+...+ck71tk’1

—+ Altk + A2tk+1 +...+ An+1 fk+n

= (Ap+ At + ..+ Ayt

fer ot Fog Ty,

ahol c; tetszbleges konstans, y; az eredeti egyen-
let 0-tol kiilonboz6 sajatértékeihez tartozé megol-
désa és Aj, Ajp,..., A4y tetszOleges konstansok
a D"T1HK(d(D))(y) = 0 é&ltalénos megoldéasaban,
de meghatarozhaték a p polinom egytitthatéibdl az
D¥(d(D))(y) = p egy partikularis megoldaséban,
ami P(£)t5, ahol P(t) = Ay + At + ...+ Appqt™

Hasonléan jarhatunk el a tobbi esetben is. Az e
annullalhaté a D — al operatorral, hisz

(D —al)(e™) = ae™ — ae™ = 0.

Igy ha p egy n-edfokt polinom, akkor p(t)e® annul-
lalhat6 a (D — al)"*1 operatorral. Ha tehét egy allan-
d6 egyiitthatés homogén linedris differencidlegyen-
let karakterisztikus polinomjanak az a szdm k-szoros
gyoke, és a jobb oldal polinomszor e* alakd, akkor a
differencidlegyenlet

(D —al)*(d(D))(y (1)) = p(t)e"
alakra hozhat6, ahol a d polinomnak az a nem gyo-
ke. Ekkor (D — al)"*1(D — al)*(d(D))(y) = 0, azaz
(D — al)**"*+1(d(D))(y) = 0. Ennek megoldasai

y=y;+e(ci+eat ...+ o qtF1
+ AR Ayt AR
= (A1 + Ast+ ...+ Ayt ke
+ (e ot + oo g e 4y,
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ahol a korabbi jeloléseket hasznélva az A; egytittha-
tok meghatdrozhaték a p polinom egytitthatéibél, ha
az eredeti (D — al)*(d(D))(y(t)) = p(t)e* egyenlet
egy partikularis megoldasat keressiik. Ez ui. el6all az
annullalt egyenlet bazismegoldasainak linearis kom-
binécidjaként, de abbdl elhagyhaté minden olyan tag,
mely az eredeti homogén egyenlet altaldnos megol-
désédban is szerepel.

A cos bt és a sin bt is annulldlhaté a D? + b%I ope-
ratorral, hisz pl.

(D? + b?I)(cos bt) = (cos bt)"” + b? cos bt
= —b? cos bt + b% cos bt = 0.

Igy ha egy élland6 egyiitthatés linearis differencial-
egyenlet karakterisztikus polinomjanak a bi komp-
lex szam k-szoros gyoke (és akkor az —bi is k-szoros
gyok), és a jobb oldal p(t)cosbt + q(t)sinbt alakd,
ahol a p és g fokainak maximuma #, akkor a differen-
cidlegyenlet

(D? 4+ b*1)"(d(D)) (y(t)) = p(t) cos bt + q(t) sin bt

alakra hozhato, ahol a d polinomnak a bi nem gyoke.
Ekkor (D? + b2I1)"+1(D? + b?1)*(d(D))(y) = 0, azaz
(D? + b2k +1(d(D))(y) = 0. Ennek megoldésai

y=y1+(c1+ect+...+ ck,ltk_l) cos bt
+ (dy +dat + ...+ d_1t*7 1) sin bt
+ (A + Agt + ...+ Ay t™)tE cos bt
+ (By 4 Bt + ... + By t")tF sinbt,
ahol az A;, B; egyiitthatok a kordbbiakhoz hasonl6an
az inhomogén egyenlet jobb oldaldn 1év6 fliggvény
paramétereib&l meghatdrozhatoak.

Végiil az eddigiek kozos altalanositdsaként tekint-
siik az e™(cos bt + sin bt) fiiggvényt. Ezt annulldlja a
((D — al)? + b*I) operator, ui.

(D — al)? + b?I) (e (cos bt + sin bt))

= (D? —2aD + (a* + b*)I)(e™ (cos bt + sin bt))

= (e (cos bt + sinbt))" — 2a(e (cos bt + sin bt))’

+ (a® 4 b*)(e™ (cos bt + sinbt)) = 0.

Igy ha egy alland6 egyiitthatés linearis differenci-
dlegyenlet karakterisztikus polinomjanak az a + bi
komplex szdm k-szoros gyoke (és akkor az a — bi
is k-szoros gyok), és a jobb oldal e (p(t)cosbt +

q(t) sinbt) alaka, ahol a p és g fokainak maximuma
n, akkor a differencidlegyenlet

(D2 +021)*(d(D))(y(t)) = e (p(t) cos bt + q(t) sin bt)

alakra hozhaté, ahol a d polinomnak az a + bi nem
gyoke. Ekkor

((D = al)? + b21)"1(D? + B2 1)¥(d(D))(y) = 0,
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azaz ((D —
megoldasai

al)? + p21)*"+t1(d(D))(y) = 0. Ennek

y=y+ (a1 +et+...+ 15" He cos bt
+ (dy +dot + ...+ d_1 5" 1)e sin bt
+ (A1 + At +...+ A,,Ht”)tke‘” cos bt
+ (By + Bat + ... + B, ") tKe sin b,

ahol az A;, B; egylitthatok a kordbbiakhoz hasonléan
az inhomogén egyenlet jobb oldaldn 1év6 fliggvény
paramétereibél meghatarozhatéak.

9.39. A megoldésok:
a) ce # 4¢,
b) cet +5tett,
c) cre ¥ 4oy +13 -2t
d) c¢1cos2t+ cpsin2t — %t cos 2t,
e) c1e7 +cpef —cost — 3sint,
H cre 3t 4 et +tet,
g) cre 2 4 cpte™ + t2e7 2,
h) cie 2t cost+ e 2 sint 4 te 2 sint,
i) cre /2 cos ?t +cpet/2gin @t
+ %tze’t/2 sin 2t + Jte~t/2 cos Y2t.

9.40.
a) Az egyiitthatomatrix sajatparjai (—1,(-1,1)),
(4,(2,3)), igy az dsszes megoldds

— 2
£ = cre—t 4t )
x(t) = c1e 1 + cpe [3}
a kezdetiérték-probléma megoldédsac; = —2,¢; =
1, azaz
-1 2
— et 4t
x(t) = —2e 1| Te 3} .

b) Az éltaldnos megoldés
x(t) = cref cos(V/2t) + crv/2e! sin(v/2t)
y(t) = Cl(—\%)et sin(v/2t) 4 cpe! cos(v/2t).

A kezdetiérték-probléma megoldésa c; = 0, ¢; =
2, azaz

x(t) = 2v/2e' sin(V/2t)
y(t) = 2e cos(V/2t).

¢) Az éltalanos megoldas:

4
x(t) = 1 1

—4
—2t
+ cpe { 1] .

A kezdetiérték-probléma megoldasa c; = 1, cp =

—4
—2t
2e [ 1} .

2, azaz
4

x(t) = 1

d) Az éltalanos megoldas:

1
x(t) = cre! 0 + coe!

t
1 ’

azaz x1(t) = cie! + cptel, xo(t) = cpel. A kezde-
tiérték-probléma megoldésa c; = 1, cp = 2, azaz
x1(t) = et 4 2tef, x5 (t) = 2et.

e) Az éltalanos megoldas:

x(t) = ¢ cost ‘e sint

~ 1 —sint 2 |cost| "

A kezdetiérték-probléma megoldédsa c; = 2, ¢; =
—1,azaz x; = 2cost —sint, xp = —2sint — cost.

9.41. A feladat megolddsdhoz ajanljuk valamely fa-
zisportré rajzol6 programot vagy komputeralgebra
programot kisérletezésre. Pl. az MIT Mathlet olda-
lan taldlhat6 programmal a karakterisztikus polinom

_ deot( A) tr(lA)] kisérématrixaval vagy tetszSleges
2 x 2-es maétrixszal prébalkozhatunk. A karakterisz-
tikus polinom diszkrimindnsa A = tr>(A) — 4 det(A),
igy a A < 0 esetek a det(A) = 1tr2(A) pa-
rabola éaltal hatdrolt tertiletekkel jellemezheték a
nyom-—determindns koordindtarendszerben. A fe-
lette 1évé portrékon a stacionarius pont fékuszpont
(ahova/ahonnan spirdlvonalak vezetnek, a sajatér-
tékek komplexek), alatta — de a vizszintes tengely
folott — csomdpontokkal rendelkezbket, melyek két ten-
gely metszéspontjaban vannak (mik e tengelyek?), és
korozés nélkiil esnek e csomépontba, vagy tdvoznak
onnan. Ha a determindns negativ, a stacionarius pont
nyeregpont (egyik tengely mentén be, masikon kife-
1é halad a trajektéria). Pozitiv determindns esetén
ha a nyom pozitiv, a stacionarius pont instabil (kis
elmozdulds utdn a trajektéria tavozik), mig negativ
nyom esetén a staciondrius pont stabil, azaz kis el-
mozdulds esetén is visszatér e pontba. A degeneralt
eseteket (det A = 0, tr A = 0 vagy det(A) = 1 tr2(A))
a kovetkez6 dbran bekeretezve jeloljiik. A parabola
vonaldn (A = 0, azaz a két sajatérték megegyezik),
egytengelyli csomé6pontot tartalmaz az portré, de ha
A = Aq,l, minden egyenes tengely, ami dtmegy a
staciondrius ponton. Ezt nem &brazoltuk, és azt az
esetet sem, amikor det A = tr A = 0, ekkor minden
pont stacionarius. Az alabbi tablazat sorainak végén
jelezziik a feladat kérdéseire a vélaszt.

sajatértékek tr(A), det(A) értéke  staciondrius pont

AMA; <0 det(A) <0 nyeregpont

a)

ReAj,Rer; <0 tr(A) <0, det(A) > 0 stabil

b),j)

ReAj,ReA; >0 tr(A) > 0, det(A) > 0 instabil

o), i)

A, A2 €R, AAy >0 0 < det(A) < 1 tr?(A) csomo

MA2 € R, Ay =27y det(A) > L u?(A) fokusz
Ap = i tr(A) =0, det(A) > 0 centrum h)
0#M=2A€ER det(A) = 1 tr?(A) egytengelyli csom6 d),e)

0=X1 ;é A €R det(A) = %trz(A)

fixpontok egy egyenesen f), g)
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stabil fékusz (nyel&)

egytengely(i csomé (nyel8)

stabil csomé (nyeld)

det A

centrum
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1
detA:itrzA

instabil fékusz (forras)

egytengely(i csomé (forras)

instabil csomé (forras)

——— trA

stabil fixpontok egy egyenesen

A
7

nyereg

instabil fixpontok egy egyenesen




