111.a) 3, b) 2, ¢ 1, d 1, ui. 2*mod5 = 1, és
21001 — 2(24)250 mod 5 = 2 e) 4, ui. 2 hatvényai mo-
dulo 6: 2,4,2,4,2,4,....

11.2. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modu-
lo m, ha a mod m = bmod m, azaz ha a és b azo-
nos maradékot ad m-mel osztva, azaz ha a4 — b ma-
radéka 0, vagyis m | a —b. E reléci6 reflexiv, hisz
a — a maradéka 0. Szimmetrikus is, hisz ha a — b ma-
radéka 0, akkor b — a maradéka is. Végiil a relacié
tranzitiv is, hisz ha a — b és b — ¢ maradéka 0, akkor
a—c=a—>b+b—cmaradéka is.

11.3. Az el6z6 feladatban beléttuk, hogy az m | a — b,
azaz a = b (mod m) az a és b kozott egy ekvivalen-
ciareldcio, tehdt megad Z elemein egy osztalyozést.
Egy osztdlyba tartoznak az m-mel osztva azonos ma-
radékot ad6 egészek. Legyen a,b € Z két tetszOle-
ges egész, és legyen a = mqg + 14, b = mqy + 1y,
atb = mguyy + r44p, ab = mqu, + 14, ahol 0 <
Ta, b Yok, Yap < M. Masként fogalmazva m | a —r,,
m|b—ry,, m|atb—r,yp, m|ab—ry. Ekkor

m|(a—ry) £ (b—ry) —(a£b—r,44),

ezért m | roqp — (ratry), azaz ra 1, =
(mod m), tehat

Tatb

(a mod m 4+ b mod m) mod m = (a +b) mod m.

Hasonléképp be kell latnunk, hogy m | 1,1y — 745

rary — rap = (@ — mqa) (b — mqy) — (ab — mqgy)
= —mgy, —mgy +mqy =0 (mod m),

amivel igazoltuk a mdasodik &llitast is.

11.4. A tétel p = 2 esetén azt mondja, hogy a2 =a
(mod 2), azaz barmely egész szdm négyzetének pa-
ritdsa azonos a szdm paritasaval, vagyis paros szam
négyzete paros, pdratlan szdm négyzete pdratlan.
Nyilvén az is igaz, hogy 0P = 0 (mod p). Ezutin
feltehetjiik, hogy p pératlan prim, akkor viszont elég
csak pozitiv a egészekre igazolni a tételt, hisz ha
a? = a (mod m), akkor (—a)? = (—a) (mod m) is
fennall.

Teljes indukciéval bizonyitunk. a = 1-re az allitds
igaz, hisz 1P =1 (mod p) barmely p-re igaz. Tegyiik
fel, hogy a tétel allitasa igaz valamely a € IN szdmra.
A binomidlis tétellel bizonyitjuk, hogy igaz a + 1-re
is:

p—ab o (P)art p
(a+1)P =a +(1)a +...+(p71)a+1
=aP +1,

ugyanis 0 < k < p esetén

(5) =

és a p prim csak a szamldloban szerepel, tehat (1)
oszthat p-vel, azaz (Y)a* = 0 (mod p).
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11.5. Ha Z, mivelettdbldi rendelkezésre é&llnak,
hasznéalhatjuk, egyébként tigy szdmolhatunk, hogy
egészeknek tekintjiikk a szdmokat, és vessziik az ered-
mények maradékdt modulo m, azaz egyszerfien ugy
szamolunk, mint maradékokkal:

40 + 45 mod 60 = 85 mod 60 = 25,
4+3mod5=7mod5 =2,
3-7+10mod 11 = 31 mod 11 = 9.

Zy, miivelettablaival, vagy pl. Z1y és Zgy esetén egy
6ra mutatdjaval is szamolhatunk, de mds m-re is
hasznalhatunk , 6rat”, példdul F5-hoz igy:

Osszefoglalva: Zgo-ban: 40 + 45 = 25, Fs-ben: 4 +
3=2¢ésFq1-ben: 3-7+10=10+10=09.

11.6. 1) Mivel Z5-ben 3-4 = 2, és 3-2 = 1, ezért
az egyenlet megolddsa x = 4, és 3 reciproka 2, azaz
1/3 = 2. 2) Zg-ban az egyenletnek nincs megoldasa,
és 3-nak nincs reciproka, ami leolvashat6 a 11.5. mfi-
velettablarol is. 3) Bar a 14 nem prim, Z-ben 3-5 =
15, ezért Z14-ben 3-5 = 1, tehdt 1/3 = 5. 5-tel beszo-
rozva a 3 - x = 2 egyenletet kapjuk, hogy 1-x = 10,
azaz x = 10 a megoldas.

11.7. Nem lenne egyszertibb modulo 10 szdmolni az
ellen6rz6 jegyet, mert a 10 Osszetett szam, igy ha pa-
ros index{ helyen 5-tel nagyobb vagy kisebb szamot
frunk, vagy 5-tel oszthaté indext helyen paros szdm-
mal nagyobbat vagy kisebbet, az 6sszeg 10 tobbszo-
rosével véaltozik, azaz a maradéka azonos marad. Z;
e hibdkat kimutatja, mert 11 prim.

11.8. 1) Az 101?1?? sz6ban a by, bg, by bit ismeret-
len. A harom egyenletet dtrendezve, és a megfelels
értékeket behelyettesitve

by=b1+b3+bs=1+1+1=1,
bg+b;=by+b3=0+1=1,
by+bs+b; =bs =1,

ahonnan egyszer(i visszahelyettesitéssel

by =0,
bg =0,
by =1

az egyetlen megoldas.
2) A ?0110?? szbéban a by, bg, by bit ismeretlen. A
hdrom egyenletet atrendezve, és a megfelel6 értéke-
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ket behelyettesitve

bi+b;=b3+bs=14+0=1,
be+by=by+b3=0+1=1,
be+by=by+bs=1+0=1,

ahol a masodik és harmadik egyenl6ség azonos, igy

két egyenletiink van a hdrom ismeretlenre. A megol-
dasok a by = t paramétervalasztassal

2] 14t 1 1
bg| = |1+t| = |1+ |1|¢t, t=0,1,
by t 0 1

igy a két lehetséges megoldas (1,1,0) és (0,0,1).

3) A 7220010 széban a by, by, b3 bit ismeretlen. A
harom egyenletet atrendezve, és a megfelel6 értéke-
ket behelyettesitve

bi+b3=0bs+b;=0+0=0,
by+bs=bg+b;=1+0=1,
0=0by+bs+bs+b;=04+0+1+0=1,

ahol az utols6 egyenl6ség miatt az egyenletrendszer
inkonzisztens.

4) E ko6d 1-hibajavit6, tehat barmely két k6dszo
Hamming-tdvolsdga legalabb hdrom. Igy ha a meg-
adott ot bit mellé a két ismeretlen bitet tetszblege-
sen kiegészitjiikk mind a négy médon (00, 01, 10, 11),
akkor e szavak mind legftljebb 2 tavolsagra vannak
egymadstol, igy nem lehet koztiik két kodszo, legfel-
jebb egy. Viszont barmelyiket kivalasztva koziliik,
az vagy kédszo, vagy egyetlen bit megvéltoztatasaval
kédszova alakithato, és az a bit nem lehet a megadott
ot bit egyike sem, hisz azok biztosan jok (legaldbb is
a feladat szerint ezt tudjuk), tehat e négy sz6 egyike
biztosan kédszé. A két hianyzé bitet potolni tudtuk.

11.9. El6szor igazoljuk, hogy az m(x) = x> + 2x +
2 € F3[x] polinom irreducibilis. Mivel masodfokuy,
ezért elég ellendrizni, hogy nincs gyoke. Valéban
m(0) =02 +2-0+2=2#0,
m(1) =124+2-14+2=2#0,
m2)=2242-242=1#0.

Ezutan tekintsiik x hatvanyait modulo m(x), azaz

mindig végezziik el az ¥2 = —2x—2 = x+1 he-
lyettesitést:

X0 = 1, xt = X,

=x+1, x3:x(x+1)=2x+1,

xt=x(2x+1) =2, O =2x2=2x+2,
O =x2x+2)=x+2, ¥ =x(x+2)=1

Mivel x hatvanyai kiadjak az 6sszes legfeljebb els6-
foku F;[x]-beli polinomot, az m(x) primitiv polinom.

11.10. A tdblazat elemei az x hatvanyaival is, és az
m(x)-szel valé maradékokkal is szdmolhatok.

x| 1 x x+1 2x+1 2x 2x+2 x+2
1 1 x x+1 2x+1 2x 2x+2 x+42
x x x+1 2x+1 2x 2x42 x+2 1
x+1=x|x+1 2x+1 2x 2x+2 x+2 1 x
2x+1=x%|2x4+1 2x 2x4+2 x+2 1 x  x+1
2x=x* 2x 2x+2 x+2 1 x  ox+1 2x+1
2x4+2=x5{2x+2 x+2 1 x  x+1 2x+1 2x
x+2=xx+2 1 x  x+1 2x4+1 2x 2x+2

11.11. Mindegyik allitds az algebrai kifejezésekkel
valé mtiveleti tulajdonsagokbél kovetkezik. Példa-
ként két azonossagot igazolunk, a tobbit az Olvaséra
hagyjuk.

a) zZ+w = z1 + 201 + w1 + woi
=wt+wi+z1+zni=w+z
e) (z+0)w= (21 + 221+ 01 + 0ai) (w1 + woi)

= zqywq + Zpw1i + v1wy + vowqi

+ zqwoi + zzwzi2 + v1woi + vzwziz
= (zywq + 2ow1i + z1W0i + zpw)i?)

+ (01701 + VoW1 + V1WoL + Va1i?)

= zZw + vw

11.12. a) Legyen z = a + bi, w = c 4 di. Ekkor

ztw=atc+ (bxd)i

—atc— (btdi
=a—bi+t (c—di)
=zxtw.

Ezzel igazoltuk az 1. allitast. A tobbi hasonléan egy-
szer(ien behelyettesitéssel ellenérizhetd.

b) Indukciéval adédik az el6z6kbél.
11.13. @) 541, b) 8+4i,0) 1 -3i,d) § —1i, e) 8 —6i,
) 18 — 26i.
11.14. a) 2+1, 1 —4i; b) —i, 2023i; ¢) 3 £ 5i.
11.15. a) cos0 +isin0, b) cos 7t +isin 7, ¢) cos 37” +
isin 37, d) 2(cos ¥ +isin §), e) 2(cos & +isin 2f),
£ 4v2(cos 7F +isin ),
g) A szam abszolut értéke 1, igy

1 1
cosa = 1(\/8—&- V2) és sina = 1(\@— V2).

Mivel cos? & — sin & = cos2a = ﬁ/Z, ezért o = %,
a keresett alak cos {5 +isin {5.

h) (V6 + v2)(cos 7% +isin ).

11.16.

a) Zﬁ(cos(—%
b) 2V/2 (COS(—%
) 2v2(cos(a — 75) +isin(a — 7%)).
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11.17. a) /3 +1i hossza \/ \@2 +12 = 2, trigonomet- 1119 a) il =1, arg(i) = 7, igy

riai alakja: 2(cos Z +isin Z). Igy b) |z = | 16+ 16i] = V512 = V2%, arg(z) = ¥
67T 6 ey 3 3
T fisin )]0 = 26(cos 2 or — V2 27 4 isin 2T
[2(cos c +isin 6)} 2°(cos G +isin 5 ) z \E(cos 4 +isin 1 >
= 64(cos 7T +isin 1) a kobgyokei trigonometriai alakban
= —64.
Sz =22 (cos T Lian 3T k0,12,
3 12 12
1 3
b) 3 + 71, mivel 2023 =1 (mod 6). ugyanis
31
c) 7? - %i, mivel 2023 = 7 (mod 12). 3 AT _ 3+ 8kn
3 12
) dltetés: 1+ i =
Ab)ésc) felac\:l/%tokl’;oz szemléltetés: 2" 7 A hdrom argumentum 7, 111%, 119—2". Csak az els6t
cos 3 +ising, (% +3i)7 = (cos § +isin ) tudjuk kénnyen algebrai alakba irni:

cos & T +isin 76

/2 z1 =2V2 COS +1sm =22 (—+1—) =2+42i.
27/3 /3 < ) \[ V2
3m/4 /4 Egyik lehet6ség, hogy szogek Osszegének trigono-
metriai fﬁggvényeivel kifejezzijk a masik két szog,
51/6 /6

nevezetesen a 4 +2 3 és 4 + 4 5 L szogek fliggvényeit,
de a komplex szdmok egyszertibb médszert kindlnak.
A harom koébgyok egy szabélyos haromszoget alkot,
ezért ha a 2 + 2i szdmot megszorozzuk a harmadik
s 0 egységgyokokkel, megkapjuk a hdrom keresett gyo-
kot algebrai alakban is:

71 =242,
7n/6 117/6 2, = (2+2i) (_2 \f) V3o1+i(vV3-1),
5m/4 7m/4

4m/3 5m/3 ; 1 \/7

™ T z3=(2+42) | —=—~—— | =v3-1+i(-V3-1).
3m/2 2 2
c) A négy gyok: 1+i 1 i, —1+i —1—i.
11.18. a) A trigonometrikus alakot hasznélva d) A hat gyok g + 3 /3, -3 , % — @/
o T T\ —V3i, 3 - T

(1+0)" = (V2 (cos  +isin 7)) e)(—zn)é = ﬁ(cos(—%—l—k%)—i—isin(—%—&—k%)),
—23 (Cos— +isin E) . ahol k = 0,1,...,5. A hat argumentum i%, i%,
4 4 iqz , ezért a f-hez tartozo6 algebrai alakot megszo-
b) Hasonléan az el6z6 ponthoz rozva a hatodik egységgyckokkel, megkaphatjuk a

hat algebrai alakot is:

(ﬁ—i)”:(Z(cos%—i—isin%))n 3 3
=" (cosﬂ+i5inﬂ). i<\/;+\/;1>,

6 6
1 f V3-3 V343
c), d) Az a) pontbeli egyenléség bal oldalat bont- 5 i) == > \/» 22 )’

suk fel a binomialis tétel szerint (az 1 hatvanyait nem

jeloljiik): N \ﬁﬂﬁi 1_§i _ (VB3 VE-3)
2" V2 )\2 2 2v2 2v2
(1+1)"
n " " " ; ) Mivel z = 1+1i/3 esetén |z| = 2 és arg(z) = %,
= (0)+(1)i+(2)12+(3)i3+...+(n)i" igy z = 2 (cos § +isin § ). Mésrészt (§ + 2km)/5 =

T+ 2"%, igy a gyokok:

- (1_ (Z>+<Z) _>+1<G> - (g)+) \1;(@5(” + 257 | isin( +2k—")),k—o,...,4.

15 5 15 5

@

igy a valds és az imagindrius rész 0sszehasonlitdsa az
a)-beli eredménnyel adja a megolddst. g2 (COS(% + ZkT”) +isin(§ + ZkT")), k=0,...,4
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11.20. Legyen ¢ = cos 27” ~+1isin 27" A keresett 0sszeg
T+ef e el

Ha n = 1, akkor az 6sszeg 1. Ha n > 1 és n oszt6-
ja k-nak, akkor az 6sszeg n darab 1l-es Osszege, azaz
n. Ha n nem oszt6ja k-nak, akkor a mértani sorozat
Osszegképlete szerint

X 1 — ¢ghk

k (n—1)k _ _
14+ +...+¢ = 1_# =0,

mivel e = (e")k = 1.
11.21. Mivel az el6z6 11.20. feladat eredményét is fel-
haszndlva ¢ # 1 esetén

(1+2e+3+...+ne" (1 —e) = —n,

ezért az Osszeg —&, hae#1,és %, hae=1.
11.22. A feladat a
z = (a+0bi)(c+di) = (ac — bd) + (bc + ad)i

miivelet elvégzése 4 helyett 3 szorzassal.

ki =c(a+b)
ky=a(d—c)
ks =b(c+d)
Re(z) = k1 — k3

Im(z) = kq + ky.

Ha a szorzas iddigénye legalabb haromszorosa az
Osszeadasénak, ami pl. kézi szdmoldsnal megeshet,
akkor megéri e médszert hasznélni — a modern kom-
putereknél nincs lényeges kiilonbség az dsszeadas és
a szorzds idbigénye kozott, ott nincs értelme ezzel
probéalkozni.
11.23. a) Egyszerfi behelyettesitéssel
(a + upi+ upj + uzk) (b + v1i + vyj + vs3k)
=ab+av+ bu — uqvy — UV — U3V3

+ uqivpj + uqivgk + upjuqi + unjusk + uskvqi 4+ uzkoyj
=ab+av+bu—u-v

+ 1109k — uqv3j — upv1k + 1pv3i + uzvqj — u3zv;i

=agb+av+bu—u-v+uxv.

11.24. Ha 0 = 1, akkor a gyfir(i barmely a elemére
a = la = 0a = 0, azaz a gyfirlinek egyetlen eleme
van, a zéruselem.

11.25. Mivel Q(v/2) elemei egytittal valés szamok is,
igy a definicié 2-4. azonossagai fennéllnak, elég csak
az 1.-et igazolni. Ehhez be kell latni, hogy két Q(v/2)-
beli szdm sszege és szorzata is Q(v/2)-beli. Ezt az

(a+bV2)+(c+dV2) = (a+c)+ (b+d)V2,
és az
(a+bV2)(c+dv2) = (ac + 2bd) + (ad + bc) V2,

Osszefliggések igazoljak.

11.26. Lattuk, hogy a métrixok 0sszeadasa és szorza-
sa nem vezet ki az n x n-es méatrixok halmazabdl, és
az Osszeadds kommutativ, asszociativ, a zérusmatrix
nullelemként viselkedik, és minden madtrixnak van
ellentettje. Hasonléan lattuk, hogy a szorzas asszo-
ciativ, és van egységelem (az egységmatrix). Végil
az Osszeadds a szorzdsra nézve disztributiv. Tehét az
n X n-es matrixok egységelemes gyfirfit alkotnak. Az
n = 1 esetben magét FF-t kapjuk meg, ami test. Ah-
hoz, hogy n > 1 esetén a struktiira nem test, s6t, nem
is kommutativ azt kell belatni, hogy mindig taldlunk
egy zérusmatrixtol kiilonb6z6 szingularis matrixot és
taldlunk két nem felcserélhet6 matrixot.

A csupa 1-esbdl all6 matrix mindig szinguldris, ui.
van legaldbb két sora, és barmely sora megegyezik az
els6vel, tehat az elemi sormfiveletek soran biztosan
keletkezik legaldbb egy nullasor, tehat e matrixnak
nincs multiplikativ inverze.

Az aldbb 6sszeszorzott két matrix, melyeknek csak
a bal fels6 2 x 2-es részében van 0-t6l kiilonbozd
elem, sosem felcserélhet6, ui.

11 ... 0|10 ...0 1+41 1 ... 0
01 0] (1 1 0 1 0
00 0] 10 O . 0 0 0 0
masrészt

10 0ol (1 1 0 1 1 0
11 0] 10 1 0 1 1+1 0
00 010 0 ... O 0 0 ... 0

Hozza kell még tenni, hogy 14 1 = 1 semelyik test-
ben sem éll fenn, ui. 1-et kivonva 1 = 0-t kapnénk.
(Tudjuk, hogy IF-ben 1 + 1 = 0, ahol pedig nem nul-
la, ott jelolhetjiik 2-vel.)

11.27. Elsézor belatjuk, hogy [x* +x + 1 € F[x] ir-
reducibilis. Az latszik, hogy 0 és 1 nem gyok, tehat
nincs Fp-beli gyoke, de ez kevés, masodfokiiak szor-
zata meg elvben lehet. Tegytik fel, hogy

x4 1= 2 +ax+b) (P +cx+d),
=xt 4 (a+c)x® + (b +ac+d)x® + (ad + be)x + bd,

ahol a,b,¢c,d € [F). Az egyiitthaték 6sszehasonlitdsa-
bél az aldbbi egyenleteket kapjuk:

a+c=0,
ad+bc =1,

b+ac+d=0,
bd =1.

Az utols6 egyenletb6l b = d = 1, igy az ad +bc = 1
egyenlet szerint 4 # c, ugyanakkor az els§ egyenlet
szerint a = ¢, igy ez az ellentmondds igazolja, hogy a
polinom irreducibilis. Ezutdn be kell latnunk, hogy x
hatvényai Fp[x]/ (x* 4+ x + 1)-ben szamolva kiadnak



15 kiilonboz6 elemet, melyek az F1g nemnulla elemei
lesznek. Az alabbi tdblazat bal oszlopa mutatja, hogy
ez igaz, tehat az x* + x + 1 € F,[x] polinom primitiv.
A primitiv elemet jelolje . Az a hatvanyai alapjan
a 4 elemfi résztest csak az {0,1,4%, &%} elemekb6l
allhat, hisz e halmaz zért a szorzésra nézve. Konnyt
ellenérizni, hogy az 0sszeadasra, hisz a hatvanyok
legfoljebb harmadfok kifejezéseivel az el6z6 halmaz
azonos a {0,1,&% + a,4? 4+ « + 1} halmazzal. Ha be-
vezetjiik a B = a® +a és a B = B + 1 jelolést, melyek
mindketten gyokei az x?> + x +1 € Fy[x] primitiv
polinomnak akkor ilyen médon is megkaptuk az IF4
elemeit. (A f jeldlés analég ahhoz, ahogy az irreduci-
bilis x2 + 1 € Rx] gyokei i és 1 jeloli.) Végiil - bér ez
nem volt kérdés —, felirhatjuk F14 elemeit az [Fy test
bovitésével is. Ehhez az Fy[x]/(x*> + x + B) faktor-
struktirdbdl is eljuthatunk. A tdbldzatban megadjuk
az [Fy4 test elemeit mint F, folotti vektortér elemeit,
ahol a koordindtdkat a kifejezés egytitthatoi adjak.

Folx]/(x* +x +1) Fy[x]/(x* +x + B)

o« Fr(a) Fy  Fa(B) Fa(w) Fi
o o 0000 0 O 00
a¥ 1 ooor 1 1 o1
X« 0010 x 10
a? a? 0100 a+B 18
a® a3 1000 Ba+ B BB
ot at1 0011 a+1 11
@ a4 oito B B 0B
a® ad+a? 1100 Bu B0
o W ta+1 1011 Ba+ B BB
a® a2 +1 o101 a+p 1B
2’ o’ +u 1010 Ba+p BB
al® w2 pat1 o111 B+1 B 0B
all a3 +a?+a 1110 Bu B0
w2 W3+ +a+1 1111 Ba+1 Bl
al® ad+a?+1 1101 Ba+1 Bl
al w341 1001 Ba+p BB

11.28. A szorzéstdbla tekinthet a test szorzastdblé-
janak. Az elemek dsszeaddstdbldja ugyanezen Fj|x]-
beli polinomok 6sszegeként szamolhato.

11.30. A behelyettesités hosszadalmas lenne, példaul
5° = 3125. Ehelyett alkalmazzuk a Horner-médszert.
El6szor lefrjuk a tdbldzat els6 sordnak masodik osz-
lopéatol kezd6déen a polinom egyiitthatéit az ismeret-
len monoton csokkend kitev6jének sorrendjében. Ne
feledkezziink meg a 0 egytitthatokrdl. Példdnkban
nincs x%-es tag, ezért x? egyiitthatéja 0.

|1 -3 -6 0 -9 3
|

Ezutan a mdsodik sor els6 oszlopéba irjuk azt az ér-
téket, amelyet be akarunk helyettesiteni a p polinom-
ba, esetlinkben ez 5. Ezutdn bemdsoljuk a p polinom
féegytitthat6jat a masodik sor masodik masodik he-
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lyére:
1 -3 -6 0 -9 3
5[1

Ezutan minden 1épésben egy szorzas és egy Ossze-
adés kovetkezik a tételbeli ¢ - by + a; képlet szerint.

Minden 1épést kiilon sorba irunk, és mellette meg-
adjuk az elvégzend® miiveletet is, amelynek eredmé-
nye a kovetkez6 tablazatban meg is jelenik.

1 -3 -6 0 -9 3
5.1-3=2
51
1 -3 -6 0 -9 3
2 6=4
501 2 > 6
1 -3 -6 0 -9 3
1 5.440=20
1 -3 -6 0 -90 3
T 1 5.20—90 = 10
1 -3 -6 0 -90 3
501 2 4 20 10 51043 =353
1 -3 -6 0 -90 3
5/1 2 4 20 10 53

Tehdt p(5) = 53. Egyauttal le tudjuk olvasni e tébla-
zatbol az (x — 5)-tel valé maradékos osztds minden
adatat:

x° —3x* —6x3 —90x + 3
= (x — 5)(x* +2x3 4+ 4x? 4-20x + 10) + 53.

11.31. Zs-ben szamolva

N

3
4

N NN
S =W

1 0
21
0 1

A gyokok 3 és 4, az (x — 3)(x — 4)-gyel val6 osztés
hényadosa 2x2 + 1, ami viszont irreducibilis, mert
Zs-ben nincs gyoke, azaz a 0,1,2,3,4 szdmok behe-
lyettesitése sosem ad nullat modulo 5. A gyokté-
nyez&s alak (x — 3)(x — 4)(2x% + 1), de megadhaté
= (x+2)(x +1)(2x% +1). alakban is.

11.32. Osztani kell a polinomot polinomot (x — xp)-
lal, a maradék az x — xp-ban felirt polinom konstans
tagja lesz. A hédnyadost ismét osztjuk (x — xp)-lal, a
maradék az (x — xg) egyiitthatja lesz. Az a) feladat-
ban a teljes tablazat:

1 -2 9 5
21 =4 17 —29
—2]1 =6 29
21 -8
21

A szinessel jelzett szdmok lesznek az egyiitthatok, a
polinom tehat (x +2)3 — 8(x +2)2 +29(x +2) — 29.
Hasonl6 szamolassal oldhat6 meg a b) feladat is. De
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észrevehetjiik, hogy az a)-ban kapott polinom a b)-
belivel azonos, igy kitalalhat6 a valasz szdmolas nél-
kiil is: (x —2)% —2(x —2)2 +9(x —2) +5.

11.33. a) Az el6z6 feladathoz hasonléan fejezziik ki a
p(x + 2) polinomot x — 2 polinomjaként:

1 -2 0 0 0
21 0 0 0 0
21 2 4 3
201 4 12
211 6
21

Igy a polinom x* + 6x3 + 12x2 + 8x.
b) Hasonldan az el6z6hoz:

1 —-10 31 —26 —28 40
211 -8 15 4 —20 O
211 —6 3 10 0
21 -4 -5 0

211 —2 9

21 0

201

A polinom tehat x> — 9x3.

11.34. Az (x — 1)2-nel val6 oszthatésag azt jelenti,
hogy az p(x) = ax" + bx"~! 4+ 1 polinomnak az 1
kétszeres gyoke. Ha gyoke, akkor a+b+1 = 0. Ha
kétszeres gyoke, akkora derivéltjanak is gyoke, az-
az p'(x) = nax" 1 + (n — 1)bx""2, igy = na+ (n —
1)b =1. Ezekb6la=n—1,b = —n.

11.35. a) Az x7 — x® — 10x° + 10x* 4 31x% — 3142 —
30x + 30 polinom féegyiitthatéja 1, igy minden
raciondlis gyoke egész. A szoba johetd gyokok
1,2,3,5,6,10,15,30 és ezek —1-szeresei, de az 1-en ki-
viil egyik sem gyok, ami mutatja e médszer korlatait.
A Horner-moédszer szerint

[1 -1 -10 10 31 -31 30 30
1/1 0 -10 03 0 -30 0

Egyébként x® — 10x* + 31x2 — 30 = (x% —2)(x? —
3)(x2 — 5), amit megkaphatnank az y = x> helyet-
tesités utan az y3 — 10y? + 31y — 30 polinombol:

1 —10 31 -30
21 -8 15 0
31 =5 0
5[1 0

b) 30x% + 22 —6x —1 = 30(x + 3)(x —
(Bx+1)(2x —1)(5x +1).

o) 2x3 +15x% +22x — 15 = 2(x + 3)(x —
5) = (x+3)(2x —1)(x +5).
11.36. Példdul

Dx+g) =

%)(x-l—

B4 2x 4 2x+1 = (x—2)(x—4)(x—6)
+5)(x+3)(x+1)
4)(2x —1)(2x —5)
)

(x
= (x
=(2x—
= (2x+3)(2x + 6)(2x + 2).

X
X

ui. Fy-ben2:2-2 =16s2(x —2) = 2x —4,2(x —4) =
2x—1,2(x —6) = 2x —5, és —c helyett irhatunk 7 — c-
t.

11.37.
a) x3—3x2+2=(x—3)(x*>—6) + (6x — 16),
b) x®—3x34+2x = (x> -2)(x® —x) +0,

c) E feladat polinomosztassal is megoldhatd, de jo-
val egyszertibb Horner-médszerrel, az x = 2 be-
helyettesitésével. x° —3x3 +2x = (x —2)(x* +
23 + 2 4+ 2x 4+ 6)(x —2) +12.

11.38. A negativ gyokok szdma az f(—
keinek szamaval becsiilhets feliilrdl.

x) pozitiv gyo-

Kihasznéljuk
még az aldbbi feldatokban, hogy ha egy polinomnak
nem minden gyoke valos, akkor a nem valés (komp-
lex) gyokok szama paros.

a) Az el6jelek + — +—, a jelvaltasok szama 3,
f(—x) = —x% — x2 — x — 1, a negativ gyokok szé-
ma 0, tehédt vagy 3 pozitiv vagy 1 pozitiv és két
komplex gyoke van (f(x) = (x> +1)(x — 1), igy a
gyokok 1, +i).

b) Az elgjelszamok azonosak mint az el6z6 pontban,
de itt pozitiv minden gysk: 1, 3 (5 £ v/21).

c¢) ++ — —+, a pozitiv gyokok szdma legfeljebb
2, f(—x) = —x® +4x* — 1062 +x+6, — + — +
+, a negativok szama legfeljebb 3, a gyokok
-3,-2,-1,1,1.

d) ++4 —+, 2 elgjelviltas, f(—x) = —x34+x2+x+1,
1 eljelvaltas, tehat vagy 2 pozitiv és 1 negativ
vagy 2 komplex és 1 negativ gyok van (—1.839,
0.42 + 0.6i).

e) +——+,2elgjelvaltas, f(—x) = 3 —x24x+1,
1 elGjelvaltas, igy 0 vagy 2 pozitiv és 1 negativ
gyok van (a gyokok —1, 1, 1).

f) 1 pozitiv és 0 vagy 2 negativ gyock (0.54, —0.77 +
1.12i)

g) 1 pozitiv, 2 komplex.

11.39. a) Fejezziik ki p(x)-et x — k polinomjaként. Mi-
vel k egész, ezért e polinom is egészegytitthatos. Le-
gyen tehat

p(x) = apx" +ay_1x" 1.

=ap(x — k)" 4+ (x— k)" o (x—k) +co,

+a1x+ag

ahol cg = f(k). Mivel f(3) = 0, ezért

b f (%) = ay(a —kb)" + cy_q(a—kb)" 1b+ ...
+c1(a — kb)b" ! 4 cob™ = 0.

Mivel a — kb osztéja 0-nak és az utolsét kivéve a bal
oldal minden tagjdnak, ezért az utolsénak is, azaz
a—kb | c,b". De haa és b relativ primek, akkor a — kb
és b, és igy a — kb és b" is, tehdt f(k) = ¢, oszthaté
a — kb-vel.

b) Alkalmazzuk az el6z6 allitast k = 1-re, illetve
k= —1-re.



o) A p(x) = 8x> — 64x* +150x3 — 168x% + 95x — 25
polinomnak Descartes el&jelszabalya szerint minden
gyoke lehet pozitiv, negativ gytke nincs. Ha van ra-
ciondlis gyoke, akkor a szdmlal6 1,5,25, mig a ne-
vez6 1,2,4,8 lehet. Mivel p(1) = —4, ezért csak az
a =5,b = 1johet széba, azaz csak az 5 lehet raciona-
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lis gyok. A Horner-médszer gyorsan igazolja, hogy
valéban az. (A polinom tényez6kre bontasa

2x—1-i)(2x—1+i)(2x—2—-1)(2x —2+1i)(x = 5),

vagyis val6s gyoke sincs tobb.)



