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1. fejezet

Bevezetés

1965-ben, amikor beiratkoztam az ELTE TTK matematikus szakéra, az
V. éveseknek még kotelez6 volt matematikatorténetet hallgatniuk. Ami-
kor azonban 1969-ben V. éves lettem, az el6ado6 egyéb elfoglaltsaga miatt
elmaradt a matematikatorténeti kurzus. Tudoméasom szerint manapsig
mar egyaltaldn nem tanitanak matematikatorténetet matematikushallga-
toknak. Kérdések vetodnek fel: miért lenne érdemes egyaltalan matema-
tikatorténetet tanitani és tanulni? Miért nem elég a legijabb felfogas
szerint megismerkedni a matematikaval?

T6bb vélasz is adhaté e kérdésekre. Ime néhany lehetséges valasz (vo.
Kline, 1972): 1) Onmagdban is érdekes, hogy miképp hiztdk fol eléde-
ink a matematika ,végleges épiiletét”. 2) Jobban megértjik a végleges
eredményt, ha megismerjiik a hozzdvezetd rogos utat. 3) A matematika
torténete fényt derit a matematika kiilonféle eredményeinek egyméshoz
valé viszonyara. 4) A matematikatorténet ravilagit, hogy a fejlédés tény-
leges idérendi utja gyakran ellentétes iranyd az oktatasi sorrenddel: az
el6bbi induktiv (a konkréttél az elvontig halad), az utébbi deduktiv (az
elvonttol a konkrétig halad). 5) A matematikai szabatossag fogalma tor-
ténetileg valtozott: a régi gorogok szabatossagat az tjkorban felvaltotta
egy lazabb megkozelités, hogy joval kés6bb — magasabb szinten — vissza-
térjenek a logikai pontossidghoz.

Pélya Gyorgy munkéssdgat kovetve (példaul Polya, 1968) kiilon hang-
sulyt fektetek a heurisztikus modszerekre, amelyek segitettek az tttorés-
ben. Ilyen heurisztikara példa Arkhimédész ,mechanikai bizonyitdsa',
Leibniz dy/dx ,tortje", ,Johann Bernoulli optikai megolddsa a leggyor-
sabb lesiklas palyajara, Euler nyaktoré mutatvanya a ¢(2) = 72/6 megta-
ldlasanal, hogy csak a legnevezetesebbeket emlitsem. Lehet, hogy sok ma-
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10 Vilogatott fejezetek a matematika torténetébdl

tematikus viszolyog ezektdl a ,,megalapozatlan" mdédszerektél, de gyakran
csak igy lehetett elséként célba érni. Aztdn ha mar megvan a helyes de-
finicié és a helyes eredmény, akkor ki lehet épiteni a szabatos bizonyitast
is. De csak akkor!

T6bb mint hiisz év 6ta tanitok kozgazdaszokat matematikara és ma-
tematikusokat kozgazdasagtanra, és mindig meglep6dém, hogy milyen
keveset tudnak a hallgatok a matematika torténeti fejlodésérol. Példa-
ul: mikor jott létre a valdsziniiség-szamitas? Hogyan sziiletett a linearis
algebra? Elbadasaimban mindig igyekeztem felvillantani a matematika-
torténeti hatteret, de soha nem volt elég idom belemenni a részletekbe
(vé. Simonovits, 1998). Ugy gondolom, hogy érdemes megprébélni egy
féléves eldaddssorozatban felvazolni a matematikatorténet néhany érdekes
és fontos eseményét és folyamatat: valogatott fejezeteket a matematika
torténetébol.

A rovidség kedvéért nem idérendben, hanem téméak szerint haladunk.
Persze, igyekszem minél inkabb kovetni a torténeti fejlédést, s gy Ossze-
allitani a tematikat, hogy az egyszeriibb dolgok megelézzék a bonyolul-
tabbakat.

Mivel a magasabb matematikat ismer6knek szanom a konyvet, igyek-
szem az egyébként kitiiné népszeriisité konyvekben (lasd Irodalomjegy-
z€k) megszokottnal részletesebben kidolgozni a matematikai kérdéseket,
sot feladatokat is tlizok ki, amelyek megoldasat a kényv végén mutatom
be. Ugyanakkor nem lévén matematikatorténész, nem tudok (de nem is
akarok) tulzottan belemeriilni a torténeti részletekbe. A jobb attekint-
het6ség kedvéért a széveget igyekszem minél inkdbb modularissé tenni;
tételek, feladatok, példdk tagoljdk a széveget, akircsak a matematika-
konyvekben.

Megismétlem, hogy ebben a kényvben — néhany kivételtol eltekintve —
alig foglalkozom az altalanos torténeti hattérrel, illetve az egyes matema-
tikusok életével, csak a konyv végéhez csatolok majdnem minden szerepld
matematikusrél révid, néhany mondatos életrajzot. A sziiletési és hala-
lozéasi évet a név elsé eléfordulasakor kozlom. Néhany fejezetben bévebb
torténeti elemzést is adok. Torténelmi tanulmanyainkbdl is tudhatjuk,
mennyire 6sszefonddott a tarsadalom, a technika, a fizika és a matema-
tika fejlédése. Ugyancsak figyelemre mélté a legnagyobb matematikusok
sokoldaltisaga: Arkhimédész az Okor legnagyobb hadmérnoke, Pascal a
francia esszé nagymestere, Newton a valaha élt egyik legnagyobb elméleti
és kisérleti fizikus, Leibniz az egyik legnevesebb filozofus, és Gauss is ki-
emelkedo6 fizikus és térképész volt. Még a 20. szazadi matematikusoriasok
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kozt is talalunk polihisztorokat: Poincaré a matematika és a fizika szamos
tertiletén alkotott maradandoét, és Neumann Janos a logikdn, a funkcio-
nalanalizisen kiviil a szamitégép és a jatékelmélet egyik megteremtdije.

Szandékosan hasznalok majdnem mindeniitt modern jel6léseket és fo-
galmakat, mert a hangsiulyt nem annyira a torténeti hiiségre, hanem a
matematika jobb megértésére helyezem. Ezt a mddszert koveti a konyv-
ben gyakran hivatkozott Smith (1929) és Fauvel-Gray (1987) forrasgyiij-
temény is, amely szamos eredeti mii angol forditasat adja meg.

Koényvem olvasasakor néha érdemes bekapcsolni a szamitégépet, hogy
beprogramozzunk néhany feladatot és kiszamitsuk a keresett értéket. S
ha alkalmanként a fiiggvénytablat is kézbe vessziik, vagy a zsebszamo-
16gépet is hasznaljuk, akkor taldn jobban megértjiikk, milyen faradsagos
volt szamolni az elektronikus szamitégép megjelenése és elterjedése elott.

Kiilon gondot okozott a bdséges anyaghdl vald vilogatas. El akartam
keriilni a népszeriisité miivek gyakori hibajat, hogy a kozérthetoség kedvé-
ért tul sokat foglalkoznak viszonylag egyszerii kérdésekkel, és 1ényegében
nem jutnak tdl a 18. szazadon. Egy-egy példaval élve: az egyébként kiva-
16 Boyer (1968/1991) konyvben a Newton és Leibniz elétti rész 400 oldal,
mig a Newtonnal és Leibniz-cel kezd6d6 rész alig tobb, mint 200 oldal.
(Még aranytalanabb Sain (1986) magyar nyelvii miive, de ardnyosabb a
magyarul is megjelent nagyon témér Struik (1948).) Ertékes ismeretter-
jeszt6 irasok talalhatok a kovetkezo folydiratokban: A Természet Vildga,
Matematikai Lapok, Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok, Mathe-
matical Intelligencer. A vilaghalén is sok értékes forras van, kiemelem a
http://www.groups.dcs.st-and.ac.uk/history.mathematicians hon-
lapot és a Wikipédiat. A részletek kifejtése helyett az Olvasé figyelmébe
ajanlom az Irodalomjegyzékben is szereplé miiveket, amelyek a konyv
eme hidnyossagait potoljak. Sajat korlataim miatt ki kell hagynom olyan
fontos eseményeket, mint a modern algebra és geometria kialakuldsa (az
utébbirdl jé attekintést nyijt Coxeter, 1969 vagy Filep, 1997, 11. fejezet).
Sajat érdeklodésemet kovetve viszont bevettem olyan részleteket, mint a
jatékelmélet kialakulésa.

Ugyanakkor nem akarom lexikonszertien egyszer{ien felsorolni a bo-
nyolultabb eredményeket, ha nem tudok legalabb utalni a matemati-
kai részletekre. Ez nem mindig konnyli. Mig példaul a nagy szamok
Bernoulli-féle (gyenge) torvényének a matematikai hatterét még vazolom,
a tobbi ,torvény” (centralis hatéreloszlas vagy az erds torvény) bizonyi-
tasara mar csak tavirati stilusban utalok.

A legnagyobb matematikusok életérél szérakoztatd, bar néha pontat-
lan beszamolét ad Bell (1937). Sokkal mélyebb, de szelektiv Gingyikin
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(2001) konyve, amely hosszi oldalakon keresztiil mutatja meg néhany
kiemelked6 matematikus és fizikus életét és munkassagat. Szellemében
konyvemhez talan legkozelebb Stillwell (1989) és Filep (1997) &ll. Tomor-
sége miatt emlitem Stewart (1987) remekmiivét. Kiilon kiemelek két ma-
tematikatorténetet, amelyek matematikusok szamara irédtak: az egyik
Hodgkin (2005) — viszonylag roévid (280 o.) és koncentralt, de nagyon
alapos és filozofikus; a mésik Kline (1972) — nagyon részletes (1200 o.) és
célratord. Bar a magyar vonatkozasok ismertetésekor szandékosan vissza-
fogom magam, felhivom a figyelmet egy tartalmas kotetre, amely a 20.
szdzadi magyar matematikdrdl szél (Horvath, szerk. 2006).

Remélem, el6adasaimmal sikeriil fokoznom a hallgatosig érdeklédését
e méltatlanul elhanyagolt tertilet irant, és a konyvben emlitett, a témarol
irt tovabbi kényvek és cikkek olvasasaval olvaséim és hallgatéim elmélyitik
majd ismereteiket.

Koszonetemet fejezem ki Benedek Gabornak, John Francis-nak, Fol-
desi Imrének, Freud Rébertnek, Kérosi Gabornak, Major Péternek, Marki
Laszlonak, Pataki Janosnak, Simonovits Miklésnak, Solt Gyorgynek, Szé-
kely J. Gabornak, Tasnadi Attildnak és Téth Janosnak a korabbi valtoza-
tokhoz flizott megjegyzéseikért. Kiilon koszonettel tartozom Récz And-
rasnak, aki aldozatos munkaval mondatrél mondatra atvizsgélta a konyv
egy korabbi valtozatat, és Gerner Jézsefnek, a Typotex gondos szerkesz-
t6jének a konyv véglegesitéséért. Hala illeti a Rajk Laszld Szakkollégium
egykori (1999-es) hallgatéit, valamint a BME Matematikai Intézetének
hallgat6it (példaul Béla Szilviat, Farkas Dordt, Gyurcsek Andrést, Kéro-
si Attilat, Récz Laszlét és Szabd Balazst), akik alaposan kommentaltak
a kiilonféle valtozatokat. Természetesen az esetleges hibakért kizarodlag
én vagyok felel6s. Emellett koszonettel tartozom fémunkahelyemnek, az
MTA Koézgazdasdgtudomanyi Intézetének, és két oktatasi munkahelyem-
nek, a BME Matematikai Intézetének és a Kozépeurdpai Egyetem Koz-
gazdasagtani Tanszékének a nyugodt munkakorilményekért.

Az elektronikus kiadas készitésekor a javitdsokndl kiilonésen nagy
mértékben tamaszkodtam Freud Rébert megjegyzéseire, amelyeket az 1.
kiadashoz flizott.

Budapest, 2024. aprilis

Simonovits Andrés
e-mail: simonovits46.andras@gmail.com



2. fejezet

Az O6kori matematikarol

2.1. Bevezetés

»Mar a régi gorogok (sét a sumérok és a babiloniak) is tudték...”. Remek
konyvek sziilettek az okor matematikajardl, amelyek koziil magyarul is
olvashaté van der Waerden (1954) — szerz6je mellesleg a modern algebra
egyik atyja volt — és Neugebauer (1970).

Torténeti hattérként a kovetkezOket emlitjiik meg: az egyiptomi és
a mezopotamiai civilizaciok hatalmas folyamok (Nilus, Tigris és Eufra-
tesz) partjain alakultak ki, és a mez6gazdasighoz sziikséges 6ntézéshez
naptarkészitésre, tehat csillagiszatra és matematikara volt sziikségiik. E
tudoméanyok miiveldi a papok voltak. A gordg civilizacié fejlédése viszont
mas jellegli volt. I.e. 600 és i.e. 336 kozott a gordgség varosallamok-
ban élt, amelyekbol kulturdlisan is kiemelkedett az athéni varosallam.
Nagy Sandor makedon uralkodé i.e. 336 és i.e. 323 kozott meghdditot-
ta a gorog varosallamokat, majd a Kozel-Keletet (Perzsiat, Egyiptomot
stb.), s birodalmabdl haldla utan kialakultak az éridsi hellenisztikus alla-
mok. Szempontunkbdl a legfontosabb Egyiptom kézpontja, Alexandria.
Hattérolvasmanyként ajanljuk az okori természettudomanyokat attekinto
Szab6-Kadéar (1984) konyvet.

A gorog korszak alapos targyaldsa onmaga kiilon kurzust igényel-
ne. Itt csak onkényesen kivalasztott témaéakat vazolhatunk, 2.2. szakasz:
szamirasok, 2.3. szakasz: Egyiptom és Mezopotamia, 2.4-2.6. szakasz: a
gbrog geometria, szamelmélet, analizis és 2.7. szakasz: a gorog hanyatlés.
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2.2. Az Okori szamiras

Kiilon kitérek az ékori szdmirdsokra, mert tanulsdgosnak vélem, hogy a
mai rendszerhez képest milyen tigyetlen szamirast alkalmaztak (v6. van
der Waerden, 1954, 64-85. o.)

Erdekes médon a helyértéket mar a sumérok (i.e. 2400 koriil) is is-
merték, és oszthatdsdgi okokbdl 60-as szamrendszerben szamoltak. (Mi
is ezt tessziik, amikor éraban — vagy fokban —, percben és masodpercben
megadott adatokat Gssze akarunk hasonlitani.) Sét, ismerték a mi tize-
des tortjeink elddeit is. Csupan két dolgot nem ismertek: a szamjegyeket
és a nullat. A szamjegyek helyett a romaiakhoz hasonléan ,szamjeleket”
hasznaltak, és a 60-as szdmrendszer miatt 59 szamjelre volt sziikségiik.
Ekirdsos nyers agyagtablaikat a gyakori tiizvészek cseréptablévé égetve
hagytak az utdkorra.

A gorogok szamirasa el6szor a romai rendszerhez volt hasonld, késobb
egy ligyesebb rendszert, az alfabetikust vezették be: az 6gordg abécé elsé
9 betiijével jelolték az 1 és a 9 kozti szamokat: o =1, f = 2 stb.; a 10—
18. bettlivel jelolték a tizeseket, példaul « = 10, k = 20 stb. és a 19-27.
betilivel a szazasokat: p = 100, o = 200, majd az ezreseknél djra kezdték
a betlizést, csak egy vesszot tettek a betli elé: ,a = 1000. Ez a rend-
szer azonban lehetetlenné tette a valtozokon alapulé algebrai irasmodot:
Eukleidész mar nem ismerte a korabban alkalmazott I'A jelolést a I' és A
Osszegére, és még a szamolds is nehéz volt ezzel a rendszerrel. A torteket
viszont a maihoz hasonléan irtak.

2.1. feladat. Szorozza 0ssze az LI és az IL romai szamokat!

2.3. Egyiptomi és mezopotamiai el6zmények

Az egyiptomiak mar i.e. 2700 koriil olyan magas piramist épitettek, mint
a Gellért-hegy (146 m). Ehhez fejlett sik- és térmértani ismeretekre volt
szitkségiik. Példaul ismerték a Pitagorasz-tételt. Izelitéiil egyetlenegy
segyiptomi” tételt mutatunk be (2.1. dbra). Muzeumi lel6helyérél moszk-
vai papirusznak nevezik a tételt tartalmazé dokumentumot.

2.1. tétel. (Moszkvai papirusz, i.e. 1890.) Legyen a négyzet alapi gila
és a csonka gila magassdga: h illetve m, a giula alsé és felsé négyzetének
az oldalhossza: a, illetve b. Ekkor a két térfogat

1 1
V= gth, illetve V = g(a2 + ab + b*)m.
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2.1. dbra. A csonka gila térfogata

Bizonyitas. Egy haromszog alapt hasab harom olyan azonos alap-
teriileti tetraéderre bonthaté, amelyeknek azonos a magassaguk, tehat a
hiromszog alapt hasab térfogata a tetraéder térfogatanak a haromszo-
rosa. A négyzet alapi hasab két egybevagd, haromszog alapi hasabra
bonthatd, tehat a négyzet alapt gula térfogata a négyzet alapti hasib
térfogatanak az egyharmada. A csonka gila térfogata viszont egy nagy
és egy kis gila térfogatanak a kiilonbsége. O

Megemlitjiik, hogy az egyiptomiak (Rhind-papirusztekercs, i.e. 1700
koriil) mér a (16/9)? ~ 3,16 j6 kozelité értéket hasznaltak az egységsugart
kor fél keriiletére, a mai w-re. (Rhindnek hivtédk azt a személyt, aki a
papiruszt Luxorban megvasarolta és a British Museumnak ajandékozta.)

Erdekes, hogy a mezopotamiaiak a csonka gila térfogatara altaldban
egy rossz képletet, nevezetesen az (a? + b?)m/2-t hasznéltdk, pedig is-
merhették a helyes megoldashoz sziikséges b — a® = (b — a)(b? + ab + a?)
képletet (vo. van der Waerden, 1954, 130-131. o.). A 7 értékével sem
bajlodtak til sokat, durvan 3-nak vették, pedig az csak az egységkorbe
irt hatszog fél keriilete. Itt jegyezziik meg, hogy bar az egyiptomi és a
babiloni irdst 1822-ben, illetve 1850 koriil megfejtették, a matematikai
szovegek értelmezése gyakran tobbértelmi.

Ugyanakkor a mezopotamiaiak a masodfoku egyenletet is meg tudtak
oldani 4000 évvel ezel6tt, de nem ismervén a negativ szamokat esetszét-
valasztasra kényszeriiltek aszerint, hogy 0, 1 vagy 2 pozitiv gyok létezik.
Ez a hidnyossag egyébként 1500-ig szinte az egész vildgon fennmaradt.

Meglepd, hogy a babiloniak ismertek egy hatékony eljarast (a mi
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Newton-algoritmusunkat, vo. 5.4. feladattal) a négyzetgyok kiszamita-
sara, és mivel (60-as alapi) helyértékes rendszert hasznaltak, hihetetlen
pontosan tudtak szdmolni vele (Boyer, 1968/1991, 27. o.).

2.2. feladat. Négyzetgyokvonds. Egy [ pozitiv szam pozitiv négy-
zetgyokét a kovetkezo iteracids eljarassal szamithatjuk ki:

1
Tntl1 = 35 (xn + ﬁ) ) n = 07 17 27 ey
2 n

ahol z( egy tetszbleges pozitiv szdm. a) Bizonyitsuk be, hogy a masodik
16péstdl kezdve a sorozat monoton csokkenden konvergal +/B-hoz! b) Mu-
tassuk meg, hogyha sikeriil 5-bél egy j6 nagy négyzetszamot levalasztani,
azaz 3 = b% + ¢, ahol b,c > 0, és ¢/b kicsi, akkor az g = b+ ¢/(2b) ,,j6”
fels6 kozelitést ad!

2.1. példa. A 2.2. feladat eljarasaval a babiloniak a /2 = 1,414222
kozelitést kapték, amely csak az utolsé jegyben hibés.

2.4. A gorog geometria

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy mar a gorogok elétt is volt matematika.
A gordg matematikusok voltak azonban az elsék, akik az i.e. 6. szazadtol
kezdve felismerték, hogy (tovdbb nem definidlhaté) alapfogalmakat kell
bevezetni, bizonyitdsra nem szorulé axioméakat kell megfogalmazni, majd
kell. Ez a legkdonnyebben a geometriaban végezheto el.

Taldn a kis-dzsiai Thalész (kb. i.e. 585) volt az els6 matematikus,
aki nemcsak kimondott (kordbban mar ismert, és vélhetdleg Keletrdl im-
portalt) tételeket, hanem megprébalt logikus bizonyitasokat adni rajuk.
Elemi tétele a nevét viseli: A félkor atmérdje a félkoriv barmely pontjardl
derékszogben latszik.

A dél-italiai Piithagorasz (kb. i.e. 550) nemcsak matematikus, hanem
zenetudos, filozéfus és egy titkos tarsasig szellemi vezetdje is volt. A
rola elnevezett tételt — a derékszogli haromszog atmérdjére emelt négy-
zet terllete egyenld a befogdkra emelt négyzetek teriiletének Osszegével
— mér korgbban is ismerték. Ugy tiinik, hogy a hdrhosszak ardnya és a
zenei harmoénia kozti 6sszefiiggést azonban § fedezte fol. Legegyszeriibb
megfigyelése: ha egy hur hosszat megfelezziik, akkor kétszer nagyobb rez-
gésszamui hangot, oktdvot ad, amely egybehangzik az eredeti hanggal.
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Bonyolultabb osztasnal, amikor a hurt 12 egyenld részre osztjuk, és eb-
bél 8 vagy 9 egységet vesziink, akkor a hang rezgésszdma harmonikusan
valtozik: kvinttel (,s26”) vagy kvarttal (,,f4”) magasabb hangot kapunk.

Bar az athéni Platon (i.e. 427-.e. 347) elsésorban filozéfus volt, de is-
koldjaban (az Akadémidban) nagy stlyt fektetett a matematikai képzésre
— mint a logikus észjaras segitéjére. Nem csoda, hogy iskolajaban taldljuk
meg a kor nagy matematikusait: Arkhiitaszt (kb. i.e. 428-kb. i.e. 365)
és kiillonosen Theaitetoszt (kb. i.e. 414-i.e. 369) — aki felfedezte a 4. és
az 5. szabdlyos poliédert, az oktaédert és az ikozaédert (van der Waerden,
1954, 167. o.). A kor legnagyobb tudésa azonban Eudoxosz (kb. i.e. 410—
i.e. 355), aki geometriai tudasat csillagdszként is gytimolesoztette, amikor
megalkotta az els6 kozmikus modellt (15.2. szakasz).

Erdemes egy mondatot idézni Plutarkhosz Gkori szerzé sikerkonyvé-
bél, a Pdrhuzamos életrajzokbol (1. kotet, 61. o.), amelyben pengeélesen
leirja, miért utasitotta el Platén a geometria mechanikai szemléltetését.
,De Platén felhdborodott ezen, és szemrehanydsokat tett nekik [Eudox-
osznak és Arkhiitasznak], hogy megsemmisitik és elrontjak, ami j6 van
a geometriaban azaltal, hogy az emberek figyelmét a testetlen és elvont
targyakrol az érzékelhetd vilagra forditjdk, és ismét testi dolgokkal fog-
lalkoznak. . .”

Eukleidész (kb. i.e. 300) mar a varosallamok bukésa uténi, hellenisz-
tikus korban élt, és a Nagy Sandor altal alapitott egyiptomi févarosban,
Alexandridban alkotott. F6 miive a tébb magyar forditasban is elérhe-
t6 Elemek, amelynek jelentOs része az elemi geometriat a ma is hasznalt
axiomatikus felépitésben targyalta. (A legtjabb forditashoz vilaghiri ma-
tematikatorténésziink, Szab6 Arpad irt el6szot.) Tudjuk, hogy mér elétte
is irtak ilyen monografidkat, de csak az 6vé maradt fent, mert jobb volt,
mint a kordbbiak. Azt is tudjuk, hogy nem volt igazdn jelentds mate-
matikus, de elsérendii tankényvet irt, amely az el6dok munkéait ragyogé-
an Osszegezte. Idotallésagara jellemz6, hogy mai kozépiskolas geometriai
konyveink is az Elemeket kovetik.

Itt csak az I. konyv felépitését vazoljuk réviden. Ismert tételeket so-
rolunk fel. 1.1. Az egyenld szari haromszdg megszerkeszthetd. ... 1.15.
Cstucsszogek egyenlék. ... 1.16. A haromszog barmelyik kiils6 szoge na-
gyobb, mint a mésik két csicsandl fekvo szog. ... 1.20. A haromszog
barmely két oldalhosszanak Osszege nagyobb, mint a harmadik oldalé
(haromszog-egyenlétlenség). ...Egybevigosdagi tételek...

Sokan tamadték a szerzét, hogy miért kell olyan nyilvanval6 dolgokat
bizonyitani, mint amilyen az 1.16 vagy az 1.20. A vilasz nyilvinvalé:
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az axiomatikus targyaldasban nem szabad a szemléletre tamaszkodni, a
logikai szabatossdg megkoveteli, hogy ,,mindent” bizonyitsunk.

A tovabbhaladédshoz sziiksége volt az V. posztuldtumra. Ha egy egye-
nes két masik egyenest dgy metsz, hogy azonos oldaldn keletkezd két szdg
0sszege kisebb, mint két derékszog, akkor a két egyenes ezen az oldalon
metszi eqgymdst. Szemléletesebben atfogalmazhatd az axiéma, ha beve-
zetjiik a D.23. definiciét: pdrhuzamosnak neveziink egy sikban fekvo két
egyenest, ha nem metszik egymast. Lassuk tehat az Gn. parhuzamossagi
axiémat: Bdrmely egyeneshez és eqy kiilsé ponthoz az dltaluk meghatdro-
zott sikban pontosan egy pdrhuzamos egyenes hizhato.

Es ekkor igazolhaté az 1.32: a haromszog belsd szogeinek osszege két
derékszog. Hasonlban igazolhaté az 1.16. élesitése: A haromszog két belsd
szogének Osszege egyezik a harmadik kiils6 szoggel.

S végiil az 1. konyv cstucspontja: 1.47. (a Pitagorasz-tétel): Egy de-
rékszogi haromszog két befogdjara emelt négyzetek teriiletének Gsszege
egyezik az atfogora emelt négyzet teriiletével. A bizonyitas teriiletatala-
kitdason alapul, de nem a kozépiskolaban tanulton, hanem annak egyik
korabbi valtozatan, az tn. szélmalmon. Ne feledkezziink meg 1.48.-rél
sem, amely a tétel megforditasat mondja ki.

A gorog matematikusok gondolkodasdnak kifinomultsdgara jellemzo,
hogy hamar felvetették: a parhuzamosokrdl szélo, hires V. posztuldtum
(més néven: axiéma) més mint a tobbi. Ezért is halasztotta Eukleidész
az axiéma kimondésat egészen az 1.27. tételig. Méasok megprobaltak az
V. posztuldtumot a tobbi axiomabdl tételként levezetni (Szabd, 1978).
Csak 1830 koriil deriilt ki (12.4. szakasz), hogy a kisérletezék lehetet-
lenre vallalkoztak: ez az axiéma nem vezetheto le a tobbibdl, fiiggetlen
toliik. Ugyanakkor a gbérogoék nem teljesen értették meg, hogy az alap-
fogalmakat (pont, egyenes, sik) nem lehet a végtelenségig visszavezetni,
ezek az axiomakkal egyiitt hatarozzak meg a rendszert.

A kritikus és elvont gorog matematikai gondolkodésra kiilonésen jel-
lemz6, hogy mar az i.e. 5. szdzad végén olyan feladatokkal is foglalkoztak,
amelyeknek nem volt gyakorlati jelentoségiik, elméletileg azonban csak a
19. szazadi késoi utdodok tudtédk azokat megoldani. Ilyen a szogharma-
dolds, a kockakett6zés (az un. déloszi probléma) és a kor négyszogesitése
(lasd 12.2. szakasz).

Az 6kor legnagyobb geométere Apolléniosz volt (i.e. 262 utan—i.e. 190
el6tt), aki kiilonosen a kipszeletek terén ért el csoddlatra mélté eredmé-
nyeket (vo. van der Waerden, 1954, 386-424. o. és Sain, 1986, 215-236.
0.). Egyetlenegy tételt emeliink ki gazdag munkdssagabdl:
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2.2. tétel. (Apolléniosz, i.e. 210 kéril.) Az y?> = 2px (fekvd) para-
bola felséd dagdnak az xo pontbeli érintdje az y-tengelyt yo/2 magassagban
metszi, ahol y3 = 2pxy.

2.3. feladat. Vezessiik le a 2.2. tételbol, hogy a parabolatiikorbe
vizszintesen bees6 fénysugarak a visszaver6dés utdn dtmennek a (p/2, 0)
koordindtaju gyujtéoponton! (Lasd 2.2. dbra)

2.2. dbra. A parabolatiikor, Hajés (1964, 376. abra, 384. o.)

2.5. A gorog szamelmélet

A gorog szamelméletbél harom tételt emeliink ki, mindhdrom megtalal-
haté Eukleidész Elemeiben. Részletes elemzést ad Weil (1983, Chapter

I).
2.3. tétel. (kb. i.e. 400, leirva Eukleidész, X.27.) Az x* = 2 megol-

ddsa nem irhaté fol két egész szdm hdnyadosaként, mai széval /2 irraci-
ondlis.

Bizonyitas. Modszere indirekt: feltessziik, hogy létezik két olyan
egész szam, p és q, amelyeknek nincs 1-t0l kiilénb6z6 kozos osztéjuk,
hanyadosuk pedig x = p/q. Ebbdl négyzetre emelés utan paritdsi meg-
gondoldsokkal ellentmondést kapunk. O

Megjegyzés. Utalunk arra a két kozismert tényre, hogy a /2 az
egységoldalii négyzet 4tldja, mig v/5 a szabdlyos 6tszog szerkesztésénél 16p
fol. Tobb matematikatorténész azt gondolja, hogy a goérogok az egymasba
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skatulydzott (mar a babiloniak altal is ismert) csillagotszogek (egyébként
a piithagoreusok jele) végtelen sorozatabdl jottek ra elészor az irraciondlis
szamok 1étezésére, nevezetesen x2 = 5 gyokének irracionalitisara.

2.4. tétel. (FEukleidész, 1X.20.) A primszamok sorozata nem véges
(vagyis végtelen).

Bizonyitas. Szintén indirekt. Tegyiik fol, hogy véges sok primszam
van, pi, ..., Pn, vegyuk a szorzatukat, adjunk hozza 1-et: p; - - - p,+1. Ek-
kor vagy egy 4j primszamot kapunk, vagy egy 4j primszam t6bbszorosét,
hiszen e szdm az el6z6 primszamok egyikével sem oszthatd. Ellentmon-
dast kaptunk. O

2.4. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 4k — 1 alakt primszamokbdl is
végtelen sok van!

Mindkét tétel a valaha megalkotott legszebb matematikai tételek kozé
tartozik, és egyszertisége ellenére nagyon mély matematikai gondolkodas-
modrdl taniskodik.

A harmadik tétel a pitagoraszi szamharmasokrél szol. Ismert, hogy az
x,y befogdji és z atfogdji derékszogli haromszogre teljesiil az 22 4y? = 22
egyenldség. Az egyiptomiak ismerték az egyenlet néhany egész értékil
megolddsat: példaul 32 + 42 = 52. Allitolag egy kotélre egyenld tavolsdg-
ra 3, 4, illetve 5 csomot tettek, és ezeket haromszogben kifeszitve ,szer-
kesztettek” derékszoget. Nyilvanvald, hogy egy egész értékii megoldés
tobbszorosei is megoldasok, ezért célszerli a relativ prim megoldasokra
szoritkozni: (x,y,z) = 1. Ezeket nevezik primitiv pitagoraszi szamhar-
masoknak. A keleti hatds itt is jelen van: az Obabiloniak szdmos ilyen
szamharmast ismertek (van der Waerden, 1954, 123-129. o; 2.3. abra).

2.5. tétel. A pitagoraszi szamhdrmasok a kévetkezd alakiak:

T =2mn, y:mQ—n2, z:m2+n2,
ahol m,n természetes szamok, amelyekre m > n, kiilonbozé paritisiak €és
(m,n) = 1.

A bizonyitas elemi, azonban hosszisdga miatt (Freud—-Gyarmati, 2000,
286-287. 0.) nem ismertetjiikk. Kénnyebb belatni, hogy a tételben meg-
adott szamok pitagorasziak, de hogy mas pitagoraszi szamharmas nincs,
az mar nehezebben igazolhatd allitas.

Torténeti jelentésége miatt a tokéletes szdmokrdl szold tételt is is-
mertetjik. Egy szamot tokéletesnek neveziink, ha néala kisebb osztéinak
Osszege egyenld magaval a szdmmal. Példaul a 6 és a 28 tokéletes szam.
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2.6. tétel. (Fukleidész, I1X. 36.) ,Ha az eqységtdl kezdve kétszeres
aranyban képzink egy mértani sorozatot, amig az dsszeg prim nem lesz,
és az o0sszeggel megszorozzuk az utolsé tagot, akkor a szorzat tokéletes
szam lesz.”

Modern jeloléssel: legyen n természetes szam.
Ha p = 2" — 1 prim, akkor (2771 —1)2" tokéletes.

A mértani sor Osszegére hamarosan visszatérink.

Tobb évszazaddal késébb, talan az i.sz. 3. szdzadban, Diophantosz
megujitotta a szdmelméletet és az algebrat. Egyrészt olyan feladatokat
vizsgalt, amelyeknek csak egész értékii megoldasai érdekesek. Maéasrészt
elszakadt a korabbi geometriai korlatoktol, és algebrai feladataiban 3-
nal magasabb és negativ hatvanyokat is vizsgalt. Kiilon érdeme, hogy
jeloléseket vagy roviditéseket vezetett be a hatvanyokra, a miiveletekre és
az ismeretlenekre, de a mai jeloléseket csak 1500-t6l kezdve vezették be
az eurdpaiak.





