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Gilliannek, Rebeccdnak és Chelsea-nek, valamint
Neil Sheldonnak, a Manchester Grammar School
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dolgdban tanusitott






1
A VEGTELENBE ES TOVABB

Ebben a valdszeriitlen univerzumban,
amelyben éliink, nincsenek abszolii-
tumok. A végtelenben még a pdrhu-
zamos vonalak is taldlkoznak.

Pearl S. Buck: A Bridge for Passing

A végtelen olyan figyelemre méltd, annyira furcsa elképzelés,
hogy tanulményozdsa legaldbb két nagy matematikust is az
oOriiletbe kergetett.

Douglas Adams a Galaxis iitikalauz stopposoknak cimii
konyvében leirta, hogy képzeletbeli ttikonyve szerz6i milyen
elragadtatdssal beszélnek a bevezetd szovegben az univer-
zumrol:

Az lir — frja — nagy. Tényleg nagy. El se hinnéd milyen
hatalmasan, terjedelmesen, észbontéan nagy. Ugy értem,
az ember azt gondoln4, a patikushoz hosszu az ut, de ez
csak egy szem mogyoré az irhoz képest. Figyelj...” és
igy tovabb.

(Egy id6 utan persze megéllapodik a stilus, s a konyv
olyan dolgokat is k6zolni kezd, melyekre tényleg sziikség
van. [... ])1

A végtelen mellett azonban még a vilagtr is eltorpiil.

Ez a latszdlag kezelhetetlen fogalom mégis a mindennapi éle-
tiink része. A lanyaim még hatévesek sem voltak, amikor el6-
szor elkezdtek szdmolni, a szavak végét elharapva, egyre gyor-
sabban és gyorsabban, hogy a végén diadalittasan felkidltsanak:
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végtelen! Bar a végtelen mellett még a vildg(r is eltorpiil, ha
olyan hatalmas valamire gondolunk, mint az univerzum, még-
iscsak a végtelen fogalma az, amellyel legjobban leirhatjuk.

Aki sikerrel vette az altaldnos iskolai matematika tdmasz-
totta akaddlyokat, azt kovetSen biztosan taldlkozott a co szimb6-
lummal (bdr l4tni fogjuk majd, hogy a csatorndba esett részeges
nyolcas nem a valddi végtelen, csak egy kisérteties sz€lhdmos).
A matematikusok rosszalldsat gyakran kivalté médon a fiziku-
sok némileg lazédbban bdnnak a fogalommal. Amikor utolsé
iskolds éveimben fizikat tanultam, gyakran hangzott el, hogy a
,»piritostartd a végtelenben van”. Ez a kijelentés a Manchester
Catering College egyik kozeli épiiletére utalt, amelynek alak-
ja hatalmas piritéstartéra emlékeztet. (A hasonlésdg szandékos,
ritka példdja az épitészeti humornak. Az Gt masik oldaldn 4116
tarsépiilet pedig tgy néz ki a leveg6bdl, mint egy tiikortojas.)
Ennek a fantiziadids épitménynek a tégldit hasznaltuk az op-
tikai eszkozeink fokuszalasdhoz. A végtelen alatt valéjaban
azt értettiik, hogy az épiilet ,,elég messze van ahhoz, hogy dgy
tegylink, mintha végteleniil messze lenne”.

A végtelen leny(igdz, mert lehetdséget ad arra, hogy min-
dennapi gondjainkon tillépve messze, mindenen tidlra tekint-
slink, sz6 szerint kitdgitja elménket. Amint azonban a végtelen
szinre 1ép, a j6zan ész megbicsaklik. Ime egy mennyiség, amely
a feje tetejére 4llitja a matematikdnkat, ugyanakkor teljességgel
megvalésithatéva teszi azt, hogy 1 = 0 legyen. Egy mennyiség,
amely lehetdvé teszi, hogy egy megtelt szélloddba annyi tovab-
bi vendéget zstfoljunk be, amennyit csak akarunk. A legfurdbb
azonban az, hogy elég konny( kimutatni, kell lennie valami-
nek, ami még a végtelennél is nagyobb, ami minden bizonnyal
a legnagyobb dolog, ami csak 1étezhet.

Bér nincs a matematikdndl elvontabb tudomany, a végtelen
szoba keriilésekor nehéz kizarni a spiritudlis megfontoldsokat.



1. A végtelenbe és tovabb 11

Amikor az emberek a végtelenrdl gondolkodnak, szinte lehetet-
len kikeriilni a teolégiat, akar cafolni, akar bizonyitani akarjuk
a fizikai univerzumnal nagyobb valaminek a 1étezését. A vég-
telen kiillonos képessége, hogy egyszerre sok minden lehet.
Praktikus és titokzatos is egyben. A tudésok és a mérnokok
boldogan hasznaljak, mert miikodik, de val6jaban egy feke-
tedoboznak tekintik, amelyhez a viszonyuk nagyjabdl olyan,
mint legtobbiinknek a szdmitégépekhez vagy a mobiltelefonok-
hoz. Eszk6zok, amelyek akkor is végzik a dolgukat, ha nekiink
halvéanylila géziink sincs arrdl, hogyan miikodnek.

A matematikusok helyzete teljesen mds. A végtelen modern
fogalma az 6 hagyomdanyos, kényelmes vilagukat ugyanigy
felforgatta, mint a kvantummechanika a fizikusoknak a vilag
miikodésérdl alkotott, klasszikus elképzelését. A vonakodd tu-
désoknak olyan 1j elképzelésekkel kellett megbaratkozniuk,
mint az id6ben visszafelé mozg6, vagy az egyszerre két allapot-
ban is taldlhat6 részecskék lehet6sége. Egyszerti haland6ként
nem értik, miért 1étezhetnek ilyesmik, kutatoként azonban tud-
jék, hogy ha elfogadjak ezeket az elképzeléseket, konnyebben
frhatjak le a valésdgot. A hires 20. szdzadi fizikus, Richard
Feynman igy foglalta 6ssze ezt egy laikus kozonség elott tartott
el6adédsaban:

Meg kell gy6znom 6noket, hogy nem szabad elcsiigged-
nilik csak azért, mert egy sz6t sem értenek. Higgyék el
nekem, hogy fizikus hallgatéim sem értenek az egészbdl
semmit. S&t, én sem értem. Senki sem érti.2

A végtelen a megszokott és az azzal szoges ellentétben 4ll6
dolgok hasonléan izgalmas keverékét nyujtja.

A végtelen lenylig6z6, megfoghatatlan valami. Mint egy
szarvas, amelyet a stirli erdé mélyén pillantunk meg. Szépsége
egy pillanatra megéllit, de a kdvetkez6ben mar abban sem
vagyunk biztosak, lattunk-e egyéltaldn valamit. Aztdn teljesen
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vératlanul néhany ropke masodpercre a csodalatos éllat elSlép,
és teljesen kitolti a 1atdmez6nket.

A végtelennel kapcsolatos igazi probléma mindig is az volt,
hogy 4thatoljunk a matematikusok 4ltal alkotott szimbélumok
és szakzsargon siirli szovedékén. Ezek haszndlata azonban na-
gyon is indokolt: a magikus vardzsigék mell6zése még inkabb
nehezitené a probléma kezelését. Lehetséges azonban annyi-
ra elvékonyitani a szovetiiket, hogy végiil mar ne akadalyozzak
a megértést. Igy taln tiszta képet kaphatunk errdl a kiilonleges
matematikai fogalomrdl, amely messze tilmutat a puszta sza-
mokon, és arra kényszerit benniinket, hogy megkérddjelezziik
a valésagrol alkotott elképzeléseinket.

Udv a végtelen vildgaban!



2
SZAMOLAS AZ UJJAINKKAL

Amikor Alexandrosz hallotta Ana-
xarkhoszt, amint az a vildgok végte-
len szdmdrol beszélt, sirva fakadt és
bardtai kérdésére, hogy mi érte, igy
vdlaszolt:

., Vajon nem érdemes sirni, ha, dm-
bdr a vildgok szdma végtelen, még
egyiknek sem vagyunk urai?”

Plutarkhosz: Az elme nyugalmdrdél®

A szamok egymds utdni soroldsa olyan gyakorlat, amely mar
gyerekkorunkban belénk ivédik. Az egymast kovetd szamok
egyszer( sordban annyira erds a kapocs, hogy meglep&en nehéz
megtorni a sorozatot. Probaljunk meg hangosan elszdmolni egy-
t6l tizig olyan gyorsan, ahogyan csak tudunk, példdul francidul
(vagy olyan nyelven, amelynek az alapjaival tisztdban vagyunk,
de nem beszéljiik folyékonyan). Most pedig ugyanilyen se-
bességgel szamoljunk visszafelé, tiztdl egyig. Az eredmény
jellemzdbje altaldban a tétovazds: a ritmust megtori, ahogyan
a kovetkezd szamon gondolkodunk. Botladozunk, mik6zben
megprdobaljuk megforditani a mélyen gyokerezd sorrendet.

A szamok sorozatai kultirank szerves részét képezik, mar
a gyerekkori monddkdkkal magunkba szivjuk azokat. A leg-

4Lautner Péter forditdsa.
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alapvet6bbek egyszert, az elsd szamolasi kisérleteinket segitd
memoériagyakorlatok:®

One, two, buckle my shoe,

Three, four, knock on the door,

Five, six, pick up sticks,

Seven, eight, lay them straight,

Nine, ten, a big, fat hen,

Eleven, twelve, dig and delve,
Thirteen, fourteen, maids a’courting,
Fifteen, sixteen, maids in the kitchen,
Seventeen, eighteen, maids in waiting,
Nineteen, twenty, my plate’s empty.

A sorozat utols6 sorainak rimeiben érz6dik némi melankolia,
de a versike egy letlint vilag leny(ig6z6 lenyomata is egyben
a cipbesatok és szobaldnyok megidézésével. Az ismétl6do,
hipnotikus ritmus segit a szimok helyes sorrendjének megjegy-
zésében.

Mas versikék inkabb az énekléshez igazodnak, mint a ,,one,
two, buckle my shoe” monoton kantéldsa, erre példa a kovet-
kez6:

One, two, three, four, five,

Once I caught a fish alive,

Six, seven, eight, nine, ten,
Then I let it go again.

YA versikék gyakorlatilag lefordithatatlanok gy, hogy eredeti ,,mondan-
déjuk” is megmaradjon — amire rdaddsul a szovegben utaldsok is vannak —,
és a rimek is iiljenek, ezért inkabb az eredeti angol szoveg megtartisa mel-
lett dontottiink, remélve, hogy a tisztelt olvasénak — aki minden bizonnyal
sok hasonl6 szdmolds versikét ismer magyar nyelven — nem okoz gondot az
alapvetd megértésiik — a ford.
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Ugyanilyen hasznosak a szdmolds gyakorldsdhoz az olyan da-
locskdk, mint a Ten Green Bottles, amelyek visszafelé haladva
segitik rugalmasabba tenni a gyermekek szdmolasi készségét.

A szamrimek azonban nem csak a szamoldas alapjainak el-
sajatitdsdban segitenek. A kifinomultabb versek szimbolikaval
egészitik ki a sorrendet. Nehéz nem érezni a szamok 4tiit6
erejét egy olyan formédban, mint a ,,szarkajoslds”. Ezzel a ha-
gyomdnyos versformdval a korabeli brit tévénézé gyerekek az
1970-es években sugérzott Magpie cimii magazinmiisor f6cim-
daldban taldlkozhattak, amely az egyszerre l4tott szarkdk (vagy
esetenként varjak) szamat koti 6ssze egy jovore vonatkozd jos-
lattal. Itt azonban nem annyira a szamolds, inkdbb a jéslas a
lényeg.

A tévémiisor a gyerekbarat valtozat els6 versszakat hasz-
nalta:

One for sorrow, two for joy,

Three for a girl and four for a boy,
Five for silver, six for gold,

Seven for a secret, never to be told,
Eight for a wish and nine for a kiss,
Ten for a marriage never to be old.>

Ebben a korai lancashire-i valtozatban azonban tobb a foldhoz-
ragadt realizmus:

One for anger, two for mirth,

Three for a wedding and four for a birth,

Five for rich, six for poor,

Seven for a bitch [vagy witch], eight for a whore
Nine for a burying, ten for a dance,

Eleven for England, twelve for France. 4
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Sok gyermekben kialakul egyfajta vonz6das a szdmlalas alap-
vet6 sorrendjéhez. Amint a kicsik elsajatitottdk a szamok meg-
nevezésének szabdlyait, a sziileiknek gyakran konyorognitik
kell, hogy hagyjak mar abba, mert tdl sok id6t toltenek a sza-
mok soroldsdval. Taldn az a céljuk, hogy a végére érjenek, és
megnevezzék a ,,legnagyobb szdmot”. Ekkor még nem tud-
jék, hogy ez lehetetlen feladat, vdgyuk soha nem fog teljesiilni.
Akar életiik végéig folytathatndk a szdmolast, semennyivel
nem csokkenne a felsorolandék szama. Ugy tiinik, a gyereke-
ket a sorrend, a szdmok egymasutanjanak egyszer(i mintdzata
nyligozi le.

Az emberi természet része a rend szeretete, a mintak ,,fel-
ismerése” még ott is, ahol azok valéjdban nincsenek. Amikor
a csillagokat nézziik, azt képzeljiik, hogy azok csillagképekbe
— fényes pontokbdl all6 vazszerd alakzatokba — rendezddnek,
holott a val6sdgban nincs ilyen kapcsolat kozottiik. Nézziik a
déli égbolton megfigyelhetd Centaurus csillagképet. Legfénye-
sebb csillaga, az alfa Centauri egyben a hozzédnk legkozelebbi
is, tdvolsaga valamivel nagyobb négy fényévnél. A masodik
legfényesebb csillag, a béta Centauri (vagy Agena) azonban
mar 190 fényévre, azaz 45-sz6r nagyobb tavolsigra van t6liink.
Tévesen kapcsolunk 6ssze két objektumot, amelyek tdvolsdga
egymastol 1 797 552 000 000 000 kilométer.

Sajat csillagunk, a Nap sokkal kozelebb van az alfa Centa-
urihoz, mint az Agena, mégsem gondolnank, hogy a Nap és az
alfa Centauri egy mintdzat részei. Az alfa és a béta Centauri

€Az alfa Centauri val6jaban egy harmas csillagrendszer, amelyet egy
szoros kettds (A és B komponens), illetve az ezek koriil nagyobb tavolsdgban
kering6 voros torpe, a Proxima Centauri (C komponens) alkot. Ahogyan
a neve is jelzi, ez a hozzank legkozelebbi csillag, tdvolsaga 4,25 fényév.
A fényév az a tdvolsag, amelyet az elektromdagneses sugarzds egy év alatt
megtesz, értéke nagyjabdl tizezer millidrd kilométer — a ford.
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nem kotédnek jobban egymashoz, mint Houston és Kaird, pusz-
tan azért, mert nagyjabdl ugyanazon a szélességi koron helyez-
kednek el. Szemiink és az égbolt sok-sok pisldkold pontjaban
mindenaron mintdzatokat keresé agyunk egyszerlien megté-
veszt benniinket.

A mintdkat els6sorban a felismerés megkonnyitése érde-
kében keressiik. Agyunk egy ragadozé vagy egy masik ember
arcdnak Osszetett alakjit mintdzatokkd egyszersiti, hogy azo-
kat kiilonb6z6 irdnyokban €s tdvolsdgokban is felismerhessiik.
Ahogyan a kornyezetiinket alkot6 fizikai targyakban mintdzato-
kat keresiink, ugyanugy tessziik ezt a szimok esetében is, ezen
mintazatok koziil pedig legegyszeriibb az egész szdmok 1, 2, 3,
4,5,6, ...sorozata.

A sorozat végén a harom pont egy rovidités, amely tudl-
mutat a matematikan, bar itt kicsit évatosnak kell lenniink a
haszndlatdval kapcsolatban. Alapesetben egyszer(ien azt jelenti,
s gy tovabb”, azaz folytatédik, amit elkezdtiink, a legtob-
biinknél kényesebb matematikusok azonban kifejezetten igy
értelmezik, ,,és igy tovabb, vég nélkiil”. Nincs olyan pont, ahol
azt mondhatnank, hogy a sorozat megéll, az folytatddik, halad
elore. Egyre tovabb és tovabb.

A szdmok sorozatdnak tanulmédnyozdsa mdr kdrnyezetiink
és gondolkoddsunk tudoményos igény(i vizsgélatanak kezdetei
el6tt is lelkesedéssel toltott el benniinket. A matematika birodal-
manak legfontosabb lakéi 6k, gazdagsdguk és valtozatossaguk
vetekszik a bioszféra barmely csoportjdnak gazdagsdgdval és
valtozatossdgaval. Néhany szamsorozat majdnem olyan egy-
szer(, mint az alapszamok sorozata, ilyen példaul a megel6z6
szdm kétszerezésével ad6do sorozat:

1,2,4,8,16,32,64,128, ...

Nem kell azonban a sorozatnak ilyen szépen rendezettnek len-
nie. Folyamatos ndvekedés helyett lehet benne csokkenés is,
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igy olyan lesz, mint a tinclépések sora, kettt elére, egyet hatra:

1,3,2,4,3,5,4,6,5,7,...

z~

Vagy mindegyik tagja lehet a megel6z6 kettd osszege, ilyen a
Fibonacci-sorozat:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

De az 6sszeaddstol és a kivondstdl tovabbléphetiink a ,,vadabb”
miveletek, példdul a szorzis felé, a tavon megzavart madar-
rajhoz hasonléan felroppentve szdmainkat: szorozzunk meg
egytdl kezd6dben minden szdmot 6nmagdval, azaz vegyiik a
négyzetiiket, igy az

1,4,9,16,25,36,49, ...

sorozatot kapjuk, vagy ha még gyorsabban névekvd sorozatot

P

szeretnénk, akkor minden tag legyen a megel6z6 kettd szorzata:
1,2,2,4,8,32,256,8192,...

A legtobb ilyen tipusu sorozatot mér a gorog filozéfusok is
ismerték, akik el6szor elmélkedtek a szamok természetérdl.
Ugy tiinik, egy bizonyos osztaly kiilonosen lenytigozte Sket.
Ezek nem az egész szdmok, hanem a tortek sorozatai voltak.

Tortszamok legegyszer(ibb sorozatat ugy kapjuk, ha
vesszik a pozitiv egész szdmok reciprokat:

757511)5761"'
Ez a szdmsorozat nem igazan kiilonleges. Ha minden tagot hoz-
zdadnank az elétte allok 6sszegéhez, az korlatlanul novekedne.
A gorog filozéfusok azonban észrevették, hogy egy apré val-
toztatds utdn kapott sorozat — bizarr médon — teljesen eltéréen
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viselkedik. Ne a pozitiv egész szdmok, hanem azok kétszeresé-
nek reciprokaibdl képzett sorozatot vegyiik. Az

1111 1

eredménysorozatnak nagyon furcsa tulajdonsdga van, elég fur-
csa ahhoz, hogy a filozéfus Zénoén két hires paradoxonat is erre
alapozza.

Zénén tevékenységérdl nagyon kevés kozvetlen ismeretiink
van. [rdsai néhany szdz sz6 kivételével mind elvesztek (de az is
kérdéses, hogy ezek tényleg neki tulajdonithatok-e). Csak mé-
sodkézbdl szarmazé informacidk maradtak fenn, péld4ul Platén
és Arisztotelész kommentdrjai, akik viszont nem voltak Zénén
eszméinek lelkes hivei. Azt tudjuk, hogy Zénén Parmenidész
tanitvdnya volt, aki Kr. e. 539 koriil sziiletett. Parmenidész a
dél-italiai Elea telepiilésen élt. A foniciai koldnia romjai még
ma is lathatdk az olasz varos, Castellammare di Velia hatara-
ban. Az itt kialakult eleai iskola az 4llandé, valtozatlan egység
filozé6fidjat tanitotta, amely szerint az univerzumban minden
olyan, amilyen, a véltozds, a mozgas pedig csak illizid.

Z¢€n6n valdsziniileg sok mindennel hozzdjarulhatott az eleai
filozéfiai iskola tanaihoz, ma mar azonban inkdbb csak érde-
kes matematikai okfejtései miatt emlékeziink rd. Masok kom-
mentérjaiban megjelend halvany tiikr6z6désként leginkabb a
mozg4srol valé gondolkoddsunk szétzildldséra irdnyulé von-
zalma jutott el hozzank. Ez az eleatikusok egyik alapvet meg-
gy6z06dését, a valtozas tagadasat mutatja be, de még ebben a
kozvetett form4jaban is felderenghet el6ttiink a metaforikus
csillogds Zénon szemében, amint eldvezeti érveit. A paradoxo-
nokat tovabbado kés6bbi szerz&k ramutatnak, hogy azok ifjonti
lelkesedés eredményei, és a leirasukban ugyan tetten érhet6 a
glny szandéka, az elképzelésekben tényleg az ifjikori torekvés
nagyon is pozitiv eleme jelenik meg.
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