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Jegyezze meg, fiatal bardatom, hogy a fi-
zikdaban nem a matematika nehéz, ha-
nem a fizika.

I. M. Frank, Nobel-dijas

Eloszo

Ez a konyv bevezetés kivan lenni a relativitaselmélet fogalomrendszerébe
és alapvet6 matematikai mdodszereibe. Az elmélet — mint ismeretes — két
diszciplinara tagolddik: a specidlis és az altaldnos relativitaselméletre. Mind-
kettének a kozponti probléméaja az, hogy milyen viszonyban all a tér és az
id6 a benne mozgd anyaggal. A specidlis relativitaselmélet az egyidejiiség
fogalmanak a tisztazasan keresztiil arra a kovetkeztetésre jut, hogy a fény
sebessége minden egyenletesen mozgd testhez képest ugyanakkora. Egy ma-
sik fontos eredménye a tomeg és az energia kapcsolatanak a felismerése. Az
altalanos relativitdselmélet azt mutatja meg, hogy a térnek és az idének (pon-
tosabban a téridonek) olyan pozitiv geometriai-fizikai tulajdonsdgai vannak,
mint a deformalhatdsag, és a gravitacié ennek a tulajdonsignak a lathato
megnyilvanulasa.

A specialis relativitaselmélet a fizikdnak azokon a teriiletein megkeriilhe-
tetlen, amelyek nagy sebességli mozgasokkal és a részecskék atalakulasaival
foglalkoznak. Elsésorban az atomfizika és az elemi részecskék fizikaja tartozik
ide, amelyeknek az elmélete két tartopilléren nyugszik: a kvantumelméleten
és a specidlis relativitdselméleten. Jelenlegi ismereteink szerint a térid6 defor-
macidja ebben a jelenségkorben nem jatszik szerepet. Ezeken a teriileteken
lehet — és érdemes is — korlatozddni az dltalanos relativitdselméletnek azokra
az aspektusaira, amelyeket a specidlis relativitdselmélet foglal magéba.

Ez az egyik oka annak, hogy a relativitdselmélet ismertetését célszerti a
specidlis relativitaselmélettel elkezdeni. A mésik ok az, hogy az altaldnos re-
lativitaselmélet a specialis relativitaselméletet kovetOen, ennek bézisan jott
létre, és az elmélet elsajatitasat megkonnyiti, ha ezt a torténeti sorrendet
megtartjuk. A konyv els6 két része ezért kizarolag a specidlis relativitaselmé-
lettel foglalkozik, és annak, akit az elméletnek csak ez a vonatkozasa érdekel,
elég ezt a két részt attanulmanyoznia. Ha még az altalanos relativitaselmé-
let alapjairdl is szeretne legalabb tajékozddni, elolvashatja a harmadik részt,
amely megkisérli a matematikai apparatus felhasznalasa nélkiil bemutatni az
elmélet alapgondolatat, a gravitacié geometrizalasat.

A specidlis relativitaselmélet egydltalan nem igényel kiilonleges matema-
tikai ismereteket. A differencidl- és integralszamitéds alapjai elegenddk hozza.
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Az altalanos relativitdaselmélethez azonban sziikség van olyan matematikara
is, amely ezen a szinten tilmegy, és az egyetemi matematikai alapkurzusok
sem tartalmazzak. A Riemann-geometriarél van szo, amelyet a negyedik rész-
ben elég részletesen megtargyalunk ahhoz, hogy az altalanos relativitaselmé-
letet az is megérthesse, akinek nincsenek ezen a tertileten el6zetes ismeretei.

A Riemann-geometriat a klasszikus differencidlgeometria médszerével tar-
gyaljuk, amely az altalanos relativitaselmélet kialakulasa idején mar rendel-
kezésre allt. Azdta megsziiletett a modern differencidlgeometria is, amely
a klasszikustol 1j matematikai technikdk, foleg a differencidlis formak és a
nyalabok szisztematikus alkalmazasdban kiilonbozik.

A modern differencidlgeometria az olyan sokasagok vizsgalatanal nélkiiloz-
hetetlen, amelyek topologiai tulajdonsigai egy bizonyos globalis értelemben
bonyolultak. A kétdimenzids feliiletek koziil példdul azok tartoznak ide, ame-
lyek , fogantytkkal és lyukakkal” rendelkeznek, és ennek kovetkeztében nem
lehet rajtuk minden zart gorbét folytonos médon pontté Gsszehiizni. A gom-
bon és a végtelen sikon nincsenek ilyen képzédmények, ezért ezek a feliiletek
ebbdl a szempontbdl egyszertiek.

Jelenlegi ismereteink szerint az a térid6, amelyben éliink, és amely a fizikai
torténések egyediili szintere, ebben a globélis topoldgiai értelemben egyszerti.
Ezért az dltalanos relativitaselméletnek, amely a térid6 geometridjanak a tu-
domanya, nem az a legfobb dolga, hogy a topoldgiailag bonyolult hipotetikus
téridék kezelésére alkalmas technikdkat dolgozzon ki. A feladata enélkiil is
éppen elég nehéz. Azt kell ugyanis megértenie, hogyan lehet , kitalalni” pél-
ddul a Napot koriilvevd tér valdédi geometridjat (gorbiiltségét), és hogyan
lehet a testek — bolygdk és tirhajok — haladé és forgd mozgasa, valamint a
fény terjedése alapjin meggy6z6dni réla, hogy igaz-e az, amit kitaldltunk. A
modern differencidlgeometria természetesen ennek a sajatosan fizikai proble-
matikdnak a kifejtésében is nyujt elényoket, de ezek az elényok nem olyan
mértékiiek, amelyek indokolndk, hogy egy bevezeté kurzusban a matemati-
kai el6készité részt még a differencialis formak és a nyaldbok elméletével is
megterheljiik.

A koényvben fontos szerep jut a feladatoknak, amely mind megoldott fel-
adat. A feladatok zome az alapszovegbe illeszked6 allitdsra vagy tételre vo-
natkozik. Azzal, hogy ezeket feladat forméajaban kérdésként fogalmazzuk
meg, batoritani akarjuk az olvasét, hogy prébélja maga megtalalni a valaszt.
Biztos, hogy a felvetett probléméat még akkor is jobban megérti, ha végiil meg
kell néznie a megoldédst. A feladatok nem mellékes gyakorlatok. A gondolat-
menet szerves részét képezik, amelyekre kés6bb épptigy torténik hivatkozas,
mint a széveg barmely mas részére.

A jegyzetek a konyv végén olyan ismereteket tartalmaznak, amelyek — a
feladatoktol eltérden — nem nélkiilozhetetlenek a megértéshez. Elsésorban a
torténeti jellegi informacidk keriiltek ide.
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A konyv azoknak a kurzusoknak az anyagéara épiil, amelyeket néhany év
ota tartok az altalanos relativitaselméletrdél a Budapesi Miiszaki Egyetemen
mérnok-fizikus hallgatok szamara. Eztuton mondok kdszonetet miegyetemi
bardtaimnak — Kalmén Péternek, Orosz Laszlonak és Zawadowsi Alfrédnak
— a tamogatasukért, és természetesen a hallgatoknak, akik az eldadasokat
latogattik.

Hraské Péter

A masodik kiadasrdl

Az &atdolgozassal elsésorban az volt a célom, hogy ott, ahol képes va-
gyok ra, vilagosabba és teljesebbé tegyem az érvelést. Elég sok helyen volt
erre szitkség és lehet6ség. Néhany kérdéskort, ahol erre sor keriilt, nem én,
hanem az ,élet” jelolt ki. Amikor az elsé valtozaton dolgoztam, még nem
realizdltam, milyen mélységiiek azok a félreértések, amelyekkel a relativitds-
elmélet kapcsan gyakran még a hozzaértoknél is taldlkozni lehet. Magam is
osztoztam néhanyukban. Itt elsésorban a tomeg-energia relacio érvényességi
korének pontos meghatarozasara és szarmaztatasi modjara gondolok. Ebben
az 1j valtozatban a levezetés tobb mddjat is ismertetem a formalis lagrange-i
megkozelitésen kezdve Einstein gondolatkisérletén keresztiil az altalanos re-
lativitaselmélet altal lehetové tett fundamentalis térelméleti bizonyitésig.

A miésik kérdéskor a relativisztikus precesszié jelensége, amelyet az elsé ki-
adéds megjelenése utdan néhany évvel a NASA GP-B kisérlete allitott egy idére
a figyelem kozéppontjaba. Amikor a konyvon dolgoztam, még nem tudtam
err6l a készulé kisérletrél, a geodetikus precessziét és a forgd csillag koriil 1ét-
rejove ,,dreget”, amelynek mérését célozta ez a kisérlet, azonban targyaltam
a konyvben. Ebben az 0j valtozatban a porgetty( relativisztikus mozgésat
leir6 egyenlet 1j forméjat hasznalva, a targyaldst egyszeriibbé és ugyanakkor
altalanosabba tettem. Magat a , relativisztikus precesszi6é” elnevezést is azért
kezdtem hasznalni, mert az 4j targyaldsban a specialis relativitaselmélet ko-
rébe tartozé Thomas-precesszié és az altaldanos relativitaselméletben fellépd
geodetikus precesszié egyetlen formula két specidlis eseteként jelenik meg.

Az els6 fejezetbe beiktattam egy 1j szakaszt a testekhez rogzitett koor-
dinata-rendszerekrél. Ez a fogalom alkalmas keretet nyujt példaul annak
az allanddan vissza-vissszatérd kérdésnek a megvitatasara, hogy a Lorentz-
kontrakcié ,,allapot-e vagy folyamat”, valamint a deszinkronizacié kevéssé
ismert jelenségének a megvilagitasara.

A konyv komoly hidnyossaganak tartottam, hogy egyaltalan nem esett
benne sz6 a kozmologiarol. Ezt a hidnyt most egy 14j fejezettel potoltam.
A jegyzetek koziil egyeseket kihagytam, de tjakat is beiktattam kozéjik. A
feladatok kozott is vannak tdjak.

Hraské Péter



1. fejezet

Specialis relativitaselmeélet
(térid6-geometria)

1.1. Vonatkoztatasi rendszerek

A newtoni mechanika, a relativisztikus mechanika és az altaldanos relativi-
taselmélet kiindulépontjaban egy-egy olyan gondolatkisérlet all, amelyben
valamilyen vonatkoztatdasi rendszer jatszik alapveté szerepet. A newtoni me-
chanika esetében ez Galilei hajdja, a specidlis relativitdselmélet és az altaldnos
relativitaselmélet esetében pedig egy vonat és egy szabadon esé lift — mind-
ketté Einstein nevéhez fiizodik. Mindharom esetben szerephez jut még egy
negyedik vonatkoztatasi rendszer is — a foldfeliilet egy darabja.

Vonatkoztatasi rendszeren olyan valésagosan 1étez6 — vagy legalabbis tény-
legesen realizalhaté — objektumokat értiink, amelyek alapvetdé funkciéja az,
hogy a természeti torvényeket 8hozzajuk viszonyitva (,, benniik”) fogalmazzuk
meg. A realizdlhatésiag azért fontos, mert enélkiil nem lehetne kozvetleniil
ellendrizni a megfogalmazott torvények érvényességét.

Einstein vonatjarol és liftjérsl késébb lesz sz6. Ami pedig Galilei hajdjat
illeti, atadjuk a szét Salviatinak, aki a Dialogo-ban Galilei szdcsove:

...Zarkozzal be egy baratod tarsasdgaban egy nagy hajé fe-
délzete alatt egy meglehetsen nagy terembe. Vigyél oda szu-
nyogokat, lepkéket és egyéb ropkodo allatokat, gondoskodjal egy
apré halakkal teli vizesedényrdl is, azonkivil akassz fel egy kis
vodrot, melybél a viz egy aldja helyezett szliknyaku edénybe cso-
pog. Most figyeld meg gondosan, hogy a repiilé allatok milyen
sebességgel ropkodnek a szobaban minden irdnyba, mig a hajé
all. Meglatod azt is, hogy a halak egyforméan tszkalnak minden
irdnyban, a lehullé vizcseppek mind a vodor alatt 4ll6 edénybe
esnek. Ha tarsad felé hajitasz egy targyat, mind az egyik, mind a



14 1. fejezet: Specidlis relativitdselmélet (téridé-geometria)

masik irdnyba egyforma erével kell hajitanod, feltéve, hogy azo-
nos tavolsagrél van sz6. Ha, mint mondani szokds, paros labbal
ugrasz, minden iranyba ugyanolyan messzire jutsz. Jol vigyazz,
hogy mindezt gondosan megfigyeld, nehogy barmi kétely tamad-
hasson abban, hogy az 4ll6 hajén mindez igy torténik. Most mo-
zogjon a hajo tetszés szerinti sebességgel: azt fogod tapasztalni —
ha a mozgas egyenletes és nem ide-oda ingadoz6 —, hogy az em-
litett jelenségekben semmiféle valtozas nem kovetkezik be. Azok-
nak egyikébdl sem tudsz arra kovetkeztetni, hogy mozog-e a hajo,
vagy sem. Ha ugrasz, ugyanakkora tavolsidgra fogsz jutni, mint
az elobb, és barmily gyorsan mozog a hajé, nem tudsz nagyob-
bat ugrani hatrafelé, mint elére: pedig az alattad levé hajopadld
az alatt az id6 alatt, mig a levegében vagy, ugrasoddal ellenkezs
irdnyban elmozdul elére. Ha tarsad felé egy targyat hajitasz, nem
kell nagyobb erdvel hajitanod, ha baratod a hajoé elején tartozko-
dik, mint akkor, amikor hatul van. A cseppek éppigy bele fognak
hullani az als6 edénybe, mint elébb, egyetlenegy sem fog az edény
mogé esni, pedig az, mig a csepp a levegében van, tébb hiivelyk-
nyi utat tesz meg. A halaknak sem kell az edényben nagyobb erét
kifejteni, hogy az edény elejére tiszhassanak, és ugyanolyan kony-
nyedséggel fognak a taplalék utan menni, ha az edény barmely
részén van is. Végil a szinyogok és a lepkék is kiilonbség nélkiil
fognak barmely irdnyba repkedni. Sohasem fog eléfordulni, hogy
a hatsé falhoz nyomédnak, mintegy elfiradva a gyorsan haladé
hajo kovetésétol, pedig mig a levegbben tartézkodnak, el vannak
valasztva tole. Ha egy szem tomjént elégetiink, egy kevés fiist
képzddik, mely felszall a magasba és kis felhé gyanant lebeg ott,
és nem mozdul el sem az egyik, sem a masik iranyba. A jelen-
ségek ez egyformasiganak az az oka, hogy a hajé mozgasdban
minden rajta levo targy részt vesz, beleértve a levegot is. Azért is
mondtam, hogy a fedélzet alatt kell elhelyezkednetek, mert fent,
a szabad levegon, mely nem kiséri a hajé mozgasat, az emlitett
jelenségektol tobbé-kevésbé észrevehetd eltéréseket tapasztalhat-
natok. gy példdul a fiist épplgy elmaradna, mint a levegd. A
szunyogok és a lepkék sem tudndk kévetni a hajot a levego ellen-
allasa miatt...

M. Zemplén Jolan forditasa

Salviati érzékletes leirdsaban konny(i felismerni két szorosan Osszefiiggo
allitast, amelyeket ma a kovetkezdképpen fogalmaznank meg:

1. A hajo és a part két egyenértékli vonatkoztatasi rendszer.

2. Mindkett6 inerciarendszer, mivel érvényes benniik a tehetetlenség elve:
a szabadon mozgod testek mindkettchoz viszonyitva megtartjak egyen-
letes egyenesvonali mozgasukat (vagy nyugalomban maradnak).
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Nem minden vonatkoztatdsi rendszer inerciarendszer. A széllokéseknek
kitett, valtozd sebességgel mozgd hajé nem az, és — szigortian véve — a Fold
sem az forgasa és keringése miatt.

Azokat a vonatkoztatasi rendszereket, amelyek nem inerciarendszerek,
gyorsulo vonatkoztatdsi rendszereknek nevezziik.

Ha a Newton-egyenletek jobb oldaldn az erck kozott elegendo csak azokat
az erdket feltiintetniink, amelyeknek jol azonosithaté forrdsa van (ezeket va-
lodi eréknek nevezziik), akkor a vonatkoztatdsi rendszeriink inerciarendszer.
Ha ugyanis az er¢k forrasai olyan messze vannak, hogy a hatasuk elhanyagol-
haté, akkor a mozgasegyenletek jobb oldalan nulla all, ezért a gyorsuldsok is
nullak és a tehetetlenség elve teljesiil. Gyorsul6é vonatkoztatési rendszerben
a jobb oldalon a valodi erék mellett a tehetetlenségi erdket is figyelembe kell
venni.

A Newton-egyenletek tényleges felirasdhoz koordindta-rendszert kell va-
lasztanunk. Milyen kapcsolatban van a koordinata-rendszer a vonatkoztatasi
rendszerrel? Ahhoz, hogy a Newton-egyenletek altal meghatarozott mozgast
a kijelolt vonatkoztatédsi rendszerhez viszonyitva irjuk le, sziikséges, hogy a
vonatkoztatédsi rendszert képez6 objektum minden darabja rogzitett koordi-
natakkal rendelkezzen. Roviden: a vonatkoztatasi rendszernek nyugodnia
kell a koordindta-rendszerben. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a koordinata-
rendszer a vonatkoztatasi rendszerhez van ragzitve.

A vonatkoztatasi rendszer és a koordinata-rendszer kézott van egy alap-
vetd kiilonbség. A vonatkoztatasi rendszer vagy redlisan létezik, vagy ha
nem, megvalésithatonak kell lennie, és a gondolatkisérletekben is csak igy
szabad elképzelni. A koordindta-rendszerek ezzel szemben kizardlag a kép-
zeletiinkben léteznek, sohasem realizaljuk 6ket, és erre altalaban nincs se
sziikség, se lehetOség. Haromdimenzios teriink esetében a koordindta-rend-
szernek egyediil azt kell tudnia, hogy a tér pontjaihoz kolcsondsen egyértelmi
moédon rendeljen egy valds szamharmast. Gondoljuk csak meg: Amikor az
agyugolyd roppalyajat szamoljuk, azt mondjuk ugyan, hogy ,,a koordinata-
rendszert ugy vessziik fel, hogy a z tengely fiiggdlegesen folfele mutasson és
a talajon legyen z = 0” — de esziink dgdban sincs ezt a koordinata-rendszert
valésdgosan ,, folvenni”.

Attériink az inerciarendszerek térbeli kiterjedésének a kérdésére. Ezen
a kovetkezd kérdést értjiik: Igaz-e, hogy a természet barmely objektumarol
eldontheto, hogy egy adott inerciarendszerhez — példdul Galilei hajéjahoz —
képest nyugszik-e vagy sem? A hajon vagy a parton 1évo targyakra vonat-
kozban a valasz nyilvan az, hogy igen, eldonthetd, de vajon mi a helyzet —
mondjuk — a Sziriusszal?

Pontositsuk a kérdést. Vegyiink egy inerciarendszert és rogzitsiink hozza
egy Descartes-féle koordindta-rendszert, amelynek origbja valahol az inercia-
rendszeren (hajon, vastti kocsin, liften) beliil van, tengelyei pedig megha-
tarozott pontokban dofik 4t a falakat. Ezt a koordinata-rendszert — mivel
ugyis csak a képzeletiinkben létezik — akadalytalanul kiterjeszthetjik tugy,
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hogy lefedje egész euklidészi tertinket. Akarmilyen messze van is a vonatkoz-
tatdsi rendszertél egy tomegpont (a Sziriusz kézéppontja példaul), ha ebben
a koordinata-rendszerben a koordinatai konstansok, akkor nyugszik ahhoz
az inerciarendszerhez képest, amelyhez a koordinata-rendszert rogzitettiik.
De nyilvan nem sziikséges a nyugalomra korldtozddni: Az inerciarendszerhez
rogzitett koordinata-rendszer segitségével barmilyen tavoli testrél megalla-
pithaté, hogyan mozog az inerciarendszerhez képest. Ezt a tulajdonsagot
roviden gy fejezziik ki, hogy a newtoni mechanika inerciarendszerei globdli-
sak. Mivel azonban koordinata-rendszer barmely vonatkoztatasi rendszerhez
rogzitheto, a globalitas érvényes a gyorsuld vonatkoztatasi rendszerekre is.
Ha nem igy lenne, a bolygémozgast nem lehetne a Newton-egyenletek
alapjan targyalni. A Naprendszer égitesteire vonatkozé Newton-egyenleteket
felirhatjuk gy, hogy a jobb oldalon csak az égitestek kozott hato gravitacids
erd szerepeljen. Ez valédi erd,! ezért az egyenletek ebben a forméban csakis
inerciarendszerben érvényesek. A bolygorendszer kozmikus méretei miatt
azonban ennek az inerciarendszernek globélisnak kell lennie. A newtoni me-
chanika inerciarendszereinek globalitasa mellett éppen az a legerésebb érv,
hogy ez az elmélet a bolygorendszer leirasdban érte el a legnagyobb sikereit.

1.2. A Galilei-transzformacié és a Galilei-féle
sebesség-0sszeadasi torvény

Mindeddig nem foglalkoztunk a kiilénb6z6 inerciarendszerekhez rogzitett ko-
ordinata-rendszerek kozotti kapcsolattal. Most erre tériink ra.

Tekintstink egy tomegpontot, amely egy adott pillanatban a tér P pont-
jaban van. Legyenek ennek a pontnak a koordinatdi a K inerciarendszerhez
rogzitett OXY Z Descartes-rendszerben z, y, z, a K’ inerciarendszerhez rog-
zitett O'X'Y'Z'-hoz képest 2’ 9/, z/. A kérdés az, hogy milyen képletek
adjak meg a kapcsolatot a P vesszds és vesszotlen koordindtai kozott.

A koordinata-rendszereket mindig megvalaszthatjuk gy, hogy megfelel
tengelyeik legyenek parhuzamosak egymaéssal, és két inerciarendszer esetében
azt is mindig elérhetjiik, hogy kozos x tengelyiik mentén mozogjanak. A to-
vabbiakban tekintsiink el attél, hogy egy adott inerciarendszerhez rogzitett
Descartes-rendszer origoja feltétleniil legyen az inerciarendszert meghatarozé
objektum belsejében. Ekkor az is megvalésithatd, hogy egy adott idépillanat-
ban — mondjuk ¢ = 0-ban — a két koordinata-rendszer éppen fedje egymaést.
nek fogjuk hivni.

Nyilvanvalénak latszik, hogy standard elrendezésben a vessz0s és a vesszOt-
len koordinatakat az

=+ Vt, Yy =, 2=z (1.2.1)

1Ez a newtoni gravitacié-elméletben van igy. Az altaldnos relativitdselmélet a Kepler-
torvényeket gravitdciés er6hatds nélkiil magyardzza meg (1d. a 3. fejezetet).
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Galilei-transzformdcioé koti Ossze egyméassal. A képletben V a K — az O’
origd — sebessége a K-hoz képest. Az (1.2.1) inverze az

¥ =x-Vt, v =y, 2=z (1.2.2)

transzformécio, amelyben —V a K — az O origd — sebessége K’-ben.
A Galilei-transzformaciobdl ¢ szerinti derivalassal kapjuk a Galilei-féle
sebesség-osszeaddsi torvényt (standard elrendezés mellett):

v =v, +V, v, = vy, vl =v,, (1.2.3)
amelyben

(Vg Uy, V) = d—x @ %
zy Yy, Uz dtadt7dt )

dz' dy' dz2’
/ ! / _ o g T
(v, vy, v2) = (dt’ dt’ dt)'

1.3. A fénysebesség problémaja és az egyide-
juség relativitasa

(1.2.4)

A Galilei-féle sebességoszeadasi torvény érvényessége nyilvanvalénak latszik,
de a fénysebességre torténo alkalmazasa felvet egy stilyos problémét: amennyi-
ben érvényes a fénysebességre is, a Maxwell-egyenletek nem lehetnek igazak
minden inerciarendszerben. A Maxwell-egyenletek szerint ugyanis a fényse-
besség minden irdnyban ugyanaz a ¢ = 2,99792458 - 108 m /s érték, és ha ez
minden inerciarendszerben igy van, akkor (1.2.3) nem vonatkozhat a fényse-
bességre. Ezt a stulyos dilemmat oldja fel a specidlis relativitaselmélet, amely
abbdl az alapfeltevésbdl indul ki, hogy az inerciarendszerek nemcsak a mecha-
nikai jelenségekre nézve egyenértékliek (Galilei-féle relativitdsi elv), hanem
minden természeti jelenség ugyanigy torténik benntk (Einstein-féle relativi-
tdasi elv). A természeti jelenségek kozott természetesen ott vannak az elekt-
rodinamikai jelenségek, amelyeket a Maxwell-egyenletek minden jel szerint
helyesen irnak le. Ezért Einstein széles értelemben vett relativitasi elve csak
akkor lehet igaz, ha a Galilei-féle sebesség-sszeadasi torvényt valamilyen 1j
sebesség-Osszeadasi torvénnyel helyettesitjiik, amely Osszefér azzal, hogy a
fény sebessége minden inerciarendszerben legyen minden irdnyban ugyanak-
kora. Mivel azonban (1.2.3) a Galilei-transzformécié egyenes kovetkezménye,
els6 lépésként ez utébbit kell egy masik, az Einstein-féle relativitdsi elvvel
Osszeférd transzformaciéval helyettesiteni.

A Galilei-transzformacié azonban annyira egyszerii és nyilvanval6, hogy
egészen 1905-ig, Einstein fellépéséig senki sem gondolt ra, hogy fel lehetne
valtani valami méssal, pedig a fénysebesség és a relativitasi elv konfliktusa
addigra mar teljesen koztudotta valt.! Einstein gondolkozott el eldszor azon,
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hogy az inerciarendszerekkel kapcsolatos vizsgalédasok sordn nem forditot-
tak kell§ figyelmet az id6 szerepére: Egy test sebességét a K-beli dx, dy, dz
és a K’-beli da’, dy’, d2’ alapjdn az (1.2.4) képlet szerint gy szdmitottak
ki, hogy mindkét esetben ugyanazzal a dt idékiilonbséggel osztottak. Ezzel
hallgatélagosan azt tételezték fol, hogy a test pdlydjanak két adott pontja
kozott ugyanannyi id6 telik el, akarmelyik inerciarendszerre vonatkoztassuk
is a mozgast.

Pusztan logikai szempontbdl ebben az eljarasban nincs semmi kivetnivalo,
de a ténylegesen hasznalatos sebességmeghatarozasi eljaras mas lehetGséget is
megenged. Amikor ugyanis valamilyen vonatkoztatédsi rendszerben (hajéban,
vonatban, liftben, foldi laboratériumban) sebességet mériink, mindig olyan
idémér6 eszkozoket (6rakat) haszndlunk, amelyek nyugszanak az adott vo-
natkoztatési rendszerben (rajta vannak a hajén, a vonaton, a liften, vagy ott
ketyegnek a laboratérium faldn). Egy adott 6ra azonban egyszerre csak egy
vonatkoztatdsi rendszerben nyugodhat, ezért a palya két pontja kozott eltelt
id6t a kiilonb6zo vonatkoztatasi rendszerekhez viszonyitva mas és mas érardl
olvassuk le, és nincs semmiféle logikai lehetetlenség abban, hogy a kiilonb6z6
6rak kiilonbozé idétartamokat mutassanak (dt # dt’).

Fogalmazzuk meg ezt a lehetéséget egy kissé dltaldnosabb forméaban. Le-
gyen F; és Es két pontszeriinek és pillanatszeriinek tekintheté esemény. Az
E; koordinatai K-ban legyenek x4, y1, 21, K-ben o}, yi, 21, a két vonatkoz-
tatasi rendszerben mért idSpontja pedig legyen t1 és t}. Az FE3 eseményre
vonatkozdan a koordindtdk xo, yo, 20, xh, yh, 25, az idépontok pedig to és
th. Az 6rdkat idedlisan pontosnak képzeljitk el. A Galilei-transzformécié és
a hozza tartozd sebesség-Osszeadasi torvény felirdsandl természetesnek tekin-
tették, hogy a (t1 — ta) és a (¢} — t,) idSkiilonbség egyforma, de Einstein
észrevétele alapjan ennek nem kell feltétleniil igy lennie. Ha pedig igaz az,
hogy a fény sebessége minden inerciarendszerben minden irdnyban ¢, akkor
nem is lehet igy. Einstein ezt annak a ,, vonatos” gondolatkisérletnek a segit-
ségével mutatta be, amelyre az 1. fejezet bevezet6 soraiban utaltunk.

Legyen a vasutallomas az egyik inerciarendszer, az egyenes palyan egyen-
letes sebességgel mozgd vonat a masik. Tegytik fel tovabba, hogy érvényes
az Einstein-féle relativitasi elv, vagyis a természeti torvények — kozottik a
Maxwell-egyenletek — mindkét inerciarendszerben egyforman érvényesek. Ak-
kor a fény terjedési sebessége az dllomdshoz (a f6ldhoz) képest is és a vonathoz
képest is ugyanakkora minden irdnyban. Az , dlloméshoz képest” kifejezésen
azt értjik, hogy ezt a sebességet a f6ldon nyugvé méterrudak és érék segit-
ségével allapitjak meg az allomédson varakozok, mig a vonathoz viszonyitott
fénysebesség az, amelyet a vonaton nyugvo méterrudak és orak segitségével
mérnek az utasok.

Tegyiik fel, hogy a vonat kozéppontjaban (ezt a pontot az utasok jelolik
ki) fényfelvillands torténik, amelynek hatdsa a vonat elején és végén egy-egy
robbanést valt ki. Egyidejii-e ez a két robbanas? Ha a fény mindkét iner-
ciarendszerben ugyanugy viselkedik, akkor erre a kérdésre nincs egyértelmii
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valasz — a vonattal egyiitt mozgd érak és a f6ldon nyugvéd 6rak mutatdallasai
alapjan eltéro konkluziéra jutunk.

A vonaton nyugvo 6rak alapjan a robbanasok egyidejtiek. Az Einstein-féle
relativitasi elv szerint ugyanis a fény sebessége a vonatban mért tdvolsagok
és idotartamok alapjan c, akar a vonat eleje, akar a vége iranydba mozog a
fénysugér.

A f6ldon nyugvé megfigyel6k azonban a sajat mérbeszkozeik szerint azt
allapitjak meg, hogy a vonat végén a robbanas elobb kovetkezik be, mint az
elején. Ennek az az oka, hogy a két fényjel hozzajuk képest is ugyanazzal a ¢
sebességgel terjed mindkét iranyban, de a vonat vége elébe megy a fényjelnek,
az eleje pedig szalad eldle.

A relativitaselmélet szerint mind a két allitds korrekt, és nem mondanak
ellent egymasnak. Az ugyan ténykérdés, hogy a robbandsok idépontjaban a
robbanasok helyén 1év6 érak mutatodllasa azonos-e vagy kiillonbozo, és egy
adott oraparra nem lehet egyszerre ez is, az is. Mivel azonban kilonbozd
oraparok mutatoallasa alapjan jutottunk ellentétes konkliziora, kovetkezte-
tésiinkben nincs semmilyen logikai lehetetlenség.

Az 1.5 szakaszban latni fogjuk, hogy ha [y a vonat hossza az utasok mérései
alapjan, akkor a foldi érak szerint a robbanas a vonat végén

V/c?

\J1-=V?/c?

id6vel hamarabb torténik, mint az elején. A képletben V' a vonat sebessége.
Amikor V és Iy ,ésszerti” hétkoznapi érték, a At praktikusan zérus — ez a
magyarazata annak, miért nem figyelmeztet ra a kozvetlen tapasztalat, hogy
az egyidejliség relativ.

Egyetlen kérdést kell még megbeszélniink: Miért tekinthetd altalanos ér-
vénytiinek a ,vonatos kisérlet” konkliziéja? Azért, mert két tavoli esemény
egyidejuségét kizardlag csak akkor tudjuk megallapitani, ha fizikai folyama-
tok segitségével egy adott helyen torténo két esemény egyidejliségére vezet-
hetjiik vissza Gket. Roviden szélva: a tavoli események egyidejlisége nem
az eseménypar belsd tulajdonsdga. A newtoni fizikdban azonban a testek
sebességére nincs felsd korlat, ezért a ,vonatos kisérletet” fényjelek helyett
hataresetben végtelen sebességgel mozgd lovedékekkel is elképzelhetjiik. Mi-
vel pedig a végtelen nagy sebesség minden inerciarendszerben végtelen nagy
marad, ezért a robbanasok vagy minden inerciarendszerben egyidében tortén-
nek, vagy egyikben sem. A newtoni fizikdban a tdvoli események egyidejiisége
ezért a vonatkoztatasi rendszer valasztasatol fliggetlen abszolut tulajdonsag-
nak tekintheto.

Az egyidejliség relativitasa sulyos kévetkezményekkel jar a tavolhatason
alapulé newtoni dinamikara nézve. Nézzilink példaul két égitestet, amelyek
az Urben véletleniil egymas kozelében haladnak el és a palyajuk a tomeg-
vonzas kovetkeztében elhajlik. Newton elmélete szerint az elhajlas mértékét
a GM;My/r? gravitaciés erd segitségével lehet kiszamitani. De amikor az

At = 1 (1.3.1)
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1. égitest éppen itt van, az r nagysaga attdl fiigg, hogy ugyanabban a pil-
lanatban hol van a 2. szdmu. Vagyis a newtoni mozgésegyenlet tényleges
alkalmazdsanal ki kell tudnunk jelolni a két égitest palyajan az egyidejii pon-
tokat (eseményeket). De ha az egyidejliség nem abszolit (nem &llapithaté
meg magabol a jelenségbdl), akkor ez a feladat teljesen értelmetlen.

A newtoni mechanika azonban kozelitéen érvényben marad az olyan fel-
adatokban, amelyek szempontjabdl a fénysebesség végtelen nagynak tekint-
heté. A bolygéomozgas ebbe a kategoriaba tartozik. Amikor azonban ez a
feltétel nem teljestil (vagy egyszertien csak pontosan akarunk szdmolni), a
newtoni mechanikat térelmélettel kell helyettesiteni, amelyben kozelhatas ér-
vényesiil: A tomegpontokra gyakorolt hatast a térmennyiségnek a témegpont
helyén felvett értéke hatarozza meg. A newtoni bolygdelméletnek ilyen tipust
altalanositasa az altalanos relativitdselmélet.

1.4. Az inerciarendszerek kozotti transzforma-
ci6 altalanos alakja

A Lorentz-transzformacio levezetésénél a fénysebesség allanddsaga altalaban
a kiindul6é posztulatum szerepét jatssza. Ebben a szakaszban azonban mas
gondolatmenetet kovetiink. A levezetést az inerciarendszerek kozotti transz-
forméacioval szemben tamaszthaté legéltaldnosabb kiévetelmények kihaszna-
lasara alapozzuk, amelyek kozott a fénysebesség allanddsaga természetesen
nem szerepel. A transzformacié képlete, amelyet ezzel a gondolatmenettel
kapunk, szitkségképpen tartalmazni fog egy sebességdimenziéjui univerzalis
allandot. A newtoni fizikdban, ahol csak a végtelen sebesség univerzdlis, ezt
végtelennek kell vdlasztanunk. Ekkor a Galilei-transzformaciét kapjuk ered-
ményiil. Ha pedig a fénysebességgel azonositjuk, a Lorentz-transzforméciora
jutunk.

Mindazt, amit a vonatkoztatasi rendszerekrdl az 1.1 szakaszban elmond-
tunk, tovabbra is valtozatlanul fenntartjuk: Az inerciarendszereket ugyan vé-
ges méretii fizikai objektumokkal azonositjuk, de globalisaknak tekintjik éket
abban az értelemben, hogy a hozzajuk rogzitett Descartes-féle koordinata-
rendszert az egész térre kiterjesztjiikk. Ezt a konstrukciét azonban kiegészitjik
azzal, hogy az inerciarendszerben ténylegesen alkalmazott idémérési eljarast
is kiterjesztjiikk az egész térre: Feltessziik, hogy a hatartalanul meghosszab-
bitott koordinata-halézat pontjaiban azonos szerkezetii, pontszerii, megfele-
16en szinkronizalt érak nyugszanak siirtin egymas mellett, amelyek lehet6vé
teszik, hogy az eseményeknek ne csak az x, y, z koordinatajat olvashassuk
le, hanem az id6pontjat is az adott inerciarendszerben. Ezek az érak termé-
szetesen a valosdgban éppen Ggy ,,nincsenek ott”, mint a koordinata-hélézat,
de ez utébbival egyiitt lehetové teszik az inerciarendszeren beliil ténylegesen
alkalmazott helymeghatarozasi és idomérési eljaras logikus gondolati kiter-
jesztését az egész euklidészi térre. Ezt szinte kotelez6 megtenni, hiszen az
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inerciarendszert meghatarozé objektum méretének elvben nincs fels6 hatéara.

A két inerciarendszert, amelyek kozott a transzforméaciot keressiik, ugyan-
abban a standard elrendezésben képzeljiik el, amelyet az 1.2 szakaszban ir-
tunk le, de természetesen ki kell egésziteniink az 6rakra vonatkoz6 alkalmas
megallapodassal. Annyit bizonyosan feltehetiink, hogy amikor a koordinata-
tengelyek éppen fedik egymast, a IC és a 7 origdjaban nyugvo érdk mutassdk
ugyanazt az idépontot (amit nulldnak fogunk tekinteni). Azt mér nem kove-
telhetjitk meg, hogy a fedés pillanatdban minden egyes K’-beli éra mutassa
pontosan ugyanazt az id6t, amit a vele éppen fedésben 1évé KC-beli 6ra mu-
tat. Ha ezt is el6irnank, eleve kizdrnank azt a lehetdséget, hogy két adott
esemény — mondjuk — a K-beli 6rak alapjan legyen egyideji, a K’-beli érak
alapjan azonban torténjen kiilonb6z6 idoben, vagy — dltaldban — két esemény
kozott kiillonbozo ido telhessen el az egyik és a masik koordinata-rendszerhez
viszonyitva.

Meg kell még allapodnunk abban is, hogyan kell egy adott inerciarend-
szerhez rogzitett koordinata-rendszerben nyugvo ordkat szinkronba hozni az
origdban elhelyezett oraval (és ezdltal egymadssal is). Ez csak ugy tehetd
meg, ha ki lehet valasztani olyan eseménypéarokat, amelyekrél tudjuk, hogy
az adott inerciarendszerben egyidejliek. A gondolatmenet jelen stadiuméaban
nem tudunk ramutatni konkrét eljarasra, de feltételezziik, hogy van ilyen, és
minden inerciarendszerben egyontetiien ezzel szinkronizaltuk a koordinata-
rendszerben nyugvé ordakat. Erre a tényre roviden ugy fogunk utalni, hogy
az orak szinkronizdlva vannak.

A megvalaszolandé kérdés tehdt a kovetkezd: Ha egy E esemény id6pontja
és koordinatai a IC inerciarendszerhez rogzitett O XY Z Descartes-rendszerben
és az abban nyugvo 6rak alapjan ¢, x, y, z, akkor mi lesz ugyanezen esemény
t' idépontja és z’, 3, 2’ koordindtdja a K’-hez rogzitett O’ XY’ Z" Descartes-
rendszerhez és a benne nyugvo 6rakhoz viszonyitva?

Induljunk ki abbdl, hogy ez a kapcsolat

t' = f(t,
¥ =gt,z;V
, (1.4.1)
y =y
2=z

alakd, ahol az f(t,z;V) és a g(t,z; V) fiiggvényeket tgy kell megvélaszta-
nunk, hogy (1.4.1) valéban standard elrendezésben egymdshoz képest V' se-
bességgel mozgo inerciarendszerek kozotti transzforméciot hatdrozzon meg.

Mint latjuk, eleve feltessziik, hogy a relativ mozgésra mero6leges OY, OZ
irany megtartja ugyanazt a ,,semlegességét”, amivel a Galilei-transzformacio-
ban is rendelkezik. Ez a feltevés azon alapul, hogy ha Einstein vonatkisér-
letében a fényjelek a vonatban a menetiranyra merdlegesen haladnak, akkor
az altaluk kivaltott robbanasok a vonathoz viszonyitva is és az alloméshoz
viszonyitva is egyidejiiek. Ez a korlidtozott kiindulasi forma is elég ahhoz,
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hogy kielégithessiik az 0sszes olyan altalanos kévetelményt, amely a keresett
transzformécioval szemben tamaszthato.

1. kovetelmény.

Legyen F az az esemény, amely K origdjaban (x = y = z = 0) kovetkezik
be akkor, amikor az origéban nyugvé éra éppen nulldt mutat (¢ = 0). A
standard elrendezés szerint a K’ ekkor éppen fedi IC-t és a K’ origdjadban
nyugvoé ora is nullat mutat. Ezért az f és a ¢ fiiggvénynek teljesitenie kell az

f(0,0;V)=0 g(0,0;V)=0 (1.4.2)
feltételt.

2. kovetelmény.
Ha a K’ nyugszik (V' = 0), akkor az 1. kovetelmény figyelembevételével
(1.4.1)-nek az azonos transzformaciora kell redukélédnia:

(1.4.3)

3. kovetelmény.

A keresett transzforméacionak ¢sszhangban kell lennie a térnek, valamint
az idének azzal a tulajdonsdgaval, hogy benniik minden pont, illetve idépont
egyenértékil (a tér és az id6 homogén). Milyen korlatozdst ré ez a feltétel
az f-re és a g-re? A szakaszhoz csatolt fiiggelékben megmutatjuk, hogy a
feltétel a transzformacié linearitdsdt koveteli meg:

ft, o V)=a(V) -2+ B(V)-t

1.4.4
gt,x; V) =~4(V) -2+ 46(V)-t. ( )
A 2. kovetelményt kifejezd (1.4.3) kovetkeztében teljesiilnie kell az
0) = §(0) =0
a(0) =0(0) (1.4.5)
B0) =~(0) =1

egyenlOségeknek.

Az (1.4.4) transzformaciobdl kénnyen megkaphaté a sebesség transzfor-
macids szabdlya is. Tekintsiink egy mozgd témegpontot, amelynek K-beli
koordinatéi a t pillanatban z, y, z. Akkor a

t'=flt,x;V)=a(V)-z+p(V)-t (1.4.6)
pillanatban a test K’-beli koordinatait (1.4.1) és (1.4.4) alapjén az

=glt,r;V)=v(V) -2 +6V)- -t

o - (1.4.7)
Yy =y Z =z
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egyenletek hatarozzak meg. A sebesség K-beli komponensei a

( | (e dy bz
o Uy U2) = e e dt

derivaltak. A K’-beli komponenseket ugyanigy kell képezni:

dz' dy' d2'
(U;a U;ﬁ ’U;) = <dt,a e dt’> .

Az (1.4.6), (1.4.7) alapjan azonban

dt' =a(V)-de+ B(V)-dt
de' =~(V)-dx+6(V)-dt
dy' = dy dz' = dz,

ezért (a V argumentumot a révidség kedvéért elhagyva)

; Yz + 0 ;L Uy ;L v,
= a0, 18 vy, = po— v, = s (1.4.8)
Ez a formula a sebesség-osszeadds képlete, amelynek nagyon egyszerti Galilei-
féle specidlis esetével (1.2.3)-ban talalkoztunk.

Ha a vizsgdlt test sebessége K-ban konstans, akkor (1.4.8) szerint a K-
beli sebesség is dllandé érték. Ez annyit jelent, hogy az (1.4.4) transzformd-
ci6, amelybodl a sebesség-Osszeadas képletét szarmaztattuk, inerciarendszerek
kézdtt 1étesit atmenetet. Mint latjuk, a tér és az id6 homogenitasanak figye-
lembevételével ezt a kovetelményt automatikusan teljesitettiik.?

4. kovetelmény.

Az (1.4.1) olyan transzforméaci6, amely két egymdashoz képest V' sebesség-
gel mozgd rendszer kozott torténik. Ezt a tulajdonsiagot a sebesség-Gsszeadas
torvényének felhasznéalasaval fogalmazhatjuk meg a legegyszertibben.

A sebesség-Osszeadds torvénye természetesen akkor is érvényes, amikor a
témegpont a K’ origéjdban nyugszik. Ekkor (v, vy, v.) = (0,0, 0), és —
mivel K’V sebességgel mozog K-hoz képest — (v, vy, v,) = (V. 0, 0). Ha
ezeket (1.4.8)-ba frjuk, a 0 = vV + ¢ feltételre jutunk.

Amikor — megforditva — a témegpont K origdjaban nyugszik, azaz
(Vzy vy, v2) = (0,0,0) és (v, vy, v)) = (=V,0,0), az (1.4.8) szerint
-V =4/p.

A két feltétel a

B=n 0=—V (1.4.9)

forméban is felirhaté. Ennek felhasznédlasaval az (1.4.4) transzformécios tor-
vény és a sebesség-6sszeadas torvénye a kovetkezd alakot Olti:

' =ax+t P -Vt
7 =1 ) (1.4.10)
=z

y=y z
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r_ V) =V)

Y = Ve + (V)
vl = m (1.4.11)

o a(V)ve +1(V)

5. kovetelmény.

A két inerciarendszert (hajé és hajédlloméas, vonat és pédlyaudvar stb.)
két kiillonb6z6 modon lehet gy ellatni koordinatatengelyekkel, hogy az el-
rendezés standard legyen. Tegyiik fel ugyanis, hogy a koordinata-rendszert
megvalasztottuk a standard elrendezésnek megfeleloen, és ezutan forgassuk
el mindkét koordinata-rendszert a z irdny koriil 180°-kal. Nyilvan tjra stan-
dard elrendezést kapunk, amely az eredetivel egyenértékii, ezért a keresett
transzforméciés torvény nem tehet kiilénbséget kozottiik.?

Amikor a jelzett 180°-os forgatdsokat elvégezziik, a sebesség-Osszeadds
térvényében szerepld v, és vy, valamint v}, és v; sebességkomponensek — ame-
lyek valamilyen mozgd tomegpont sebességkomponensei — eléjelet valtanak,
és el@jelet valt a képletben szereplé V is. A v, és a v, azonban véltozat-
lan marad. Az (1.4.11) csak akkor fér ossze ezekkel a véltozasokkal, ha a
~v(V) fiiggvény, valamint a nevezé — amely mindhdrom képletben azonos —
valtozatlan marad, azaz ha

v(=V) =~(V) a(=V)=—a(V). (1.4.12)

Latjuk, hogy a (V) fiiggvénynek paros, az a(V)-nek paratlan fiiggvénynek
kell lennie (ez a kovetelmény oGsszefér (1.4.5)-tel).

6. kovetelmény.

Mivel I és K’ két egyenértékil inerciarendszer, a K — K’ attérés sza-
balyanak meg kell egyeznie a K’ — I 4ttérés szabdlyaval, ha a V eljelét
megvaltoztatjuk benne.

A K — K’ attérés szabélyat (1.4.10) rogziti:

! (V)x+~(V)t

t =«
o = A(V)(@ — V1), (1.4.13)

amelyben V a K’ sebessége K-hoz viszonyitva. A K' — K attérés szabalya
ugyancsak (1.4.13), de figyelembe kell venni, hogy a két koordindta-rendszer
relativ sebessége most —V:

t=a(=V)a' +~(=V)t
x=~y(=V)(a +Vt'),

2A két koordindta-rendszert a kozos x tengely koriil is elfordithatjuk egy tetszéleges
szoggel, de ez a lehetéség nem szoritja meg az a(V), v(V) fiiggvények alakjat.
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amely az (1.4.12) kévetkeztében a

t=—a(V)x' +~y(V)¥

v (V) 4 VE) (1.4.14)

formaban is irhato.
Ha azonban az (1.4.13)-at megoldjuk t-re és x-re, csak akkor kapjuk meg-
olddsként (1.4.14)-et, ha az egyenlet determindnsa 1-gyel egyenl:

v +ayV =1
Ebbdl az egyenletbdl kifejezhetjik a-t a y-n keresztiil:

_1-7
-2

Ennek kovetkeztében az (1.4.10) transzformdcios torvény és a sebesség-ossze-
adds (1.4.11) torvénye a kovetkezd alakot veszi fel:

1—~2
t =t +
R e (1.4.15)
2= AVt + vz
o = (UGE—V)'V"Y2
T+ (V=) -2
/ vy -V y
= 1.4.16
Y vy + (V —vy) - 42 ( )
v, -V .y

Ux—F(V—Uw)"yQ'

7. kovetelmény.

Az inerciarendszerek feltételezett egyenértékiisége kovetkeztében két stan-
dard elrendezésii inerciarendszer kozotti transzforméacié nem fiigghet attol,
hogy a transzforméciot egy vagy tobb lépésben hajtjuk végre. A IC és a K’
mellett tekintsiink egy harmadik inerciarendszert is, amely mind K-hoz, mind
K’-hoz képest standard elrendezésii. Célszerti az inerciarendszerek jelolését
megvéltoztatni: A K legyen Ky, a K’ legyen K, az 14j inerciarendszer pe-
dig legyen Ky. A keresett transzformaciés térvénynek olyannak kell lennie,
hogy ha a Ky — Ko transzforméciot akar egy 1épésben, akar két lépésben
—a Ky — K1 és a K1 — Ko egymasutanjaként — végezziik el, ugyanazt
az eredményt kapjuk. A fliggelékben megmutatjuk, hogy ez a kovetelmény
egy eléjel és egy (pozitiv) u sebességdimenzidji konstans erejéig rogziti (V')
fiiggvényalakjat:

V) = ——= (1.4.17)
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A gondolatmenet jelen stadiumaban az u konstans tetszélegesen megvalaszt-
haté.
Helyettesitstik (1.4.17)-et (1.4.15)-be és (1.4.16)-ba:

1 1%
et (e L)
V2 u
1+
) 1
TS s (x=V1) (1.4.18)
14—
u
y/:y Z/:Z

T— -V
14 va
\/1 :I:
r_
Yy = (1.4.19)
1+
Vy - \/ 72
vl =

Ezek a képletek adjak meg az (1.4.1) transzformécié és a hozzd tar-
toz6 sebesség-Osszeadasi torvény legdltalanosabb alakjat, amely eleget tesz
az alabbi kovetelményeknek:

1. Az elrendezés legyen standard (1., 4. és 5. kovetelmény).

2. A transzformdcié tartsa tiszteletben a tér és az id6 homogenitasat
(3.kovetelmény). Ebbé] a feltételbsl automatikusan kovetkezik, hogy a
transzformécio egyenesvonali, egyenletes mozgéast egyenesvonalt, egyen-
letes mozgasba visz at, tehat inerciarendszerek kozott torténik.

3. V = 0-hoz tartozzon az azonos transzformdcié (2. koévetelmény), az
inverz legyen szintén megengedett transzformécié, amely —V-hez tar-
tozik (6. kovetelmény), és a KK — K’ transzformdcié ne fiiggjon attol,
hogy az attérést milyen kozbeeso 1épéseken keresztiil valositjuk meg
(7. kovetelmény). Ezt a harom kovetelményt roviden ugy foglalhatjuk
Ossze, hogy a transzformaciok alkossanak csoportot.

Ezek a nagyon altaldnos koévetelmények egy eldjel és egy sebesség dimenzi-
6ju konstans erejéig rogzitik a transzformacio szabalyat két inerciarendszer
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kozott. A szabaly végleges forméajat fizikai megfontolasok alapjan kell meg-
hatarozni.

Fiiggelék

A fiiggelék a 3. és a 7. kovetelmény részletes targyalasat tartalmazza.

3. kovetelmény. Legyen E; és E5 két esemény, amelyek K-hoz viszonyitott
koordinatai és id6épontja x1, y1, 21, t1, illetve o, ya, 2o, to. Akkor (1.4.1)
alapjan a IC’-hoz viszonyitott idépontok és koordinatdk a kovetkezdk:

th = f(t1,z1;V) ty = f(ta,z2;V)

zh =gty z1;V xh = g(ta, zo; V

/179(1 1;V) /279(2 2; V) (1.4.20)
Y1=un Y2 = Y2

2=z 2h = 29

Tegyiik fel most, hogy az E; és az E helyett két olyan E;, Ey eseményt
valasztunk, amelyek koordinataira és idépontjaira teljesiil az
I1 —Tog =] — To
Y1 — Y2 =Y1 — Y2
21— 29 =21 — 22
th—ta=1t1 — 1o

(1.4.21)

feltétel. Roviden ezt gy fejezhetjiik ki, hogy az eseménypar tér- és idébeli
relativ helyzete védltozatlan marad, csupan a part egészben athelyeztiik a
tér és az id6 egy masik tartoméanyaba. Az E, Es K’-beli koordinatajat és
idopontjat nyilvan a

{1 "= f(t_l,fl;V) E = (t CL’Q, )

71 =g(t1, 73V To' = g(ta, To;

o 9(h, 213 V) = (= olta, 323 V) (1.4.22)
Yy =4 Y2 =Y2

=75 Z' =72

képletek hatarozzak meg.

A keresett transzformécié akkor lesz 6sszhangban a tér és az id6 homo-
genitasaval, ha az athelyezés soran az eseménypar relativ térbeli és idébeli
helyzete K’-hoz képest sem vdltozik meg, azaz teljestilnek az (1.4.21)-gyel
analég

531/—52/:1'1/—1‘2/

— / — / A i

Yy —Y2 =Y —Y2

., , , (1.4.23)
21 TR =21 — 22

Bty =t —ty!

reléciok is.
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Tegyiik fel most, hogy az Ey, E» — E1, E5 4thelyezés utdn az Eo ese-
mény éppen a K origdjaban torténik abban a pillanatban, amikor az origéban
nyugvé éra éppen nullat mutat (Zo = g2 = 22 = to = 0). Az 1. kdvetelmény
alapjan ekkor

To' =y =2 =1t"=0 (1.4.24)

is teljesiil, az (1.4.21) szerint pedig
Ti=21—Ty Y=Y —Y2 Z1=z2—2 t1=1t —ts
Az (1.4.22) szerint ekkor

[, 215V) = f(ty — ta2, 11 — 225 V)

= (t1,x1, V) =g(t1 —ta, 21 — w25 V)
3?1 =Y1=Y1 — Y2
21 = 21 — Z9.

Az (1.4.23) és az (1.4.24) segitségével a bal oldalakat kifejezhetjitk az
eredeti F1, Fs esemény vesszOs koordindtain és idépontjain keresztiil:

th —ty = f(t1 —to,x1 — 225 V)
zy —ah =gty —to,x1 — 223 V)
Y1 — Y2 =Y~ Yo
2] —2h =21 — 2.

Végiil a bal oldalon (1.4.20) segitségével Ey, E vesszos koordinatdit vesszot-
lenekkel helyettesitjiik:

[t 215 V) = fta, 20, V) = f(ty — t2, 21 — 2; V)

1.4.25
g(t1, w15 V) — g(ta, x2; V) = g(t1 — ta, 21 — 225 V). ( )

Ezeket az egyenléségeket kell az f és a g figgvénynek kielégitenie ahhoz, hogy
a tér és az id6 homogenitasat kifejezd (1.4.23) egyenletek teljesiiljenek.

Ismeretes, hogy az (1.4.25) egyenletek legaltaldnosabb megolddsai a ho-
mogén linedris fiigguények:

f,x;Vy=aV) -2+ (V) -t
gt,z; V) =y(V)-z+46(V) -,

ahol a kis gorog betiis mennyiségek a V' tetszélegesen valaszthato fiiggvényei.

7. kovetelmény. Adjuk meg a relativ sebességeket. A Ky (= K') se-
bességét Ky (= K)-ban, amelyet eddig V-vel jeloltiink, mostantdl nevezziik
Voi1-nek, a Ko sebességét Ko-hoz képest pedig Vpo-nek. Ezeket nyilvan 6n-
kényesen megadhatjuk. De vajon mennyi lesz a Ky sebessége K1-hez képest
(amit Via-vel fogunk jel6lni)?
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Ezt a sebességet az (1.4.16) sebesség-6sszeadasi torvény alapjan kell kiszd-
mitani Vy1-bol és Vpo-bdl. Ez a képlet ugyanis éppen azt mondja meg, hogy
ha egy targy sebessége K-hoz viszonyitva (v, vy, v.), a K’ sebessége pedig
ugyancsak K-hoz viszonyitva (a standard elrendezésben) V', akkor mennyi
lesz a targy K'-hoz viszonyitott (v, vy, v.) sebessége. Mivel a Ky inercia-
rendszer maga is egy targy (obJektum) ez a torvény ra is vonatkozik, ha
elvégezziik benne az alabbi atjeloléseket:

V — Vyu (Vg vy, v2) — (Vo2, 0, 0) (vl vl o) — (Vig, 0, 0).

Yo

Az (1.4.16) els§ egyenlete a kovetkezd lesz:

(Vo2 — Vo) - Vor - 74
Vi — , 1.4.26
27 Voo + (Vor — Voz) - 72 ( )

2
ahol 73, = (W(Vm)) .

Alkalmazzuk most (1.4.15)-6t a Ko — Ko dtmenetre. A Ky-beli és a
Ko-beli id6t és koordinétat jeloljiik tg, wo-lal és to, xo-vel, a v(Vpe)-re pedig
hasznaljuk a 7oz jelolést:

1-— ’782
ta = Yoato + ——2%
2 = 702t0 Voz - 702 To (1.4.27)

2 = —02Vo2to + Yo2%0.

De Ky-bdl tgy is eljuthatunk Ks-be, hogy elébb Ki-be megytink, majd
innen Ko -be:

t1 = 701to + L= T
Vor - v01 (1.4.28)
1 = —01Vorto + Y0170
és )
1 =19
ty = Yot + — 2 ¢
2 Mzt V12 * Y12 ! (1429)

Ty = —m12Viat1 + Y1221,
ahol y12 = v(V12), a K1-beli id6 és koordinata pedig ¢; és 1.
Ha (1.4.29)-ben (1.4.28) segitségével ti-et és xq-et kifejezziik to-n és z9-n
keresztiil, kis atalakitas utan a kévetkezd transzformaciot nyerjiik:

2
-7

to = (712 “Yo1 — 12701‘/01) to+
2 V12

1—~2 1—~?
Y12 - oL 4 12 701) Zo
“Yor  Vi2 712

Ty = (=72 - V12 Yo1 — Y12 - Yo1 - Vo1 ) to+

Y12 - Via - %1 + 712 '701) Y
Vo1 - Y01

(1.4.30)
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Az (1.4.27) és az (1.4.30) ugyanazt a Ko — Ko transzforméciot fejezi ki —
az els6 egy 1épésben, a masodik kettOben, a q-en keresztiil. Kovetelménytink
szerint azonban a transzforméaciot egyediil Ky és Ko hatarozza meg, Ki-nek
nincs koze hozza. Ezért a két képletnek meg kell egyeznie egymassal, ami
annyit jelent, hogy a megfeleld koefficiensek egyenlok:

1- ’Y%z _
Y12 " Yo1 — Vi’Yme = Y02
12 V12
1— 2 1— 2 1— 2
Yo - 01 T V12 oL = Y02
Vor-v01  Viz-m2 Voz - Y02 (1.4.31)
—V12 Via *Yo1 — Y12 - o1 * Vo1 = —702 * Vo2
- 781
—v12 - Via - Ve + 712 - Y01 = 7Yo2-
01~ 7Yo1

Ezekben az egyenletekben Vi1, Voo és Vio szerepel. Koziilikk kett6 sza-
badon vélaszthatd, a harmadikat (1.4.26) alapjan kell bel6lik kiszamitani.
A kérdés az, milyen lehet az a (V) fliggvény, amelynek Vj1-nél, Vpo-nél és
Vig-nél kiszamitott értékeit (1.4.31)-be frva azonossdagokra jutunk.

Az (1.4.31) els6 és negyedik egyenletét Osszehasonlitva latjuk, hogy

1—731

11— 1%
Voi - o1

1.4.32
Vig - 712 ( )

“Yo1 * Vo1 = 712 - Via -

Kis atrendezés utan

1 - _ 1- 731

Yo Vi ViR
A bal oldal csak Vis-t6l, a jobb oldal csak Vpp-t6l fiigg. Ezek barmilyen
értéket folvehetnek, ezért egyenloség csak akkor allhat fenn, ha az

1- (y(v))*
(v(V))* - v2

kifejezés nem fiigg V-t6l, vagyis konstans (ami lehet nulla is). Mivel v(0) = 1,
ezért v(V) dimenzidja 1, és a tért dimenziéjat a nevezdbeli V2 hatarozza
meg. A konstansnak tehat, amivel a tort egyenld, inverz sebesség négyzet
dimenziéjunak kell lennie:

L-0W)” _ 1 (1.4.33)

() -vz

A jobb oldalon az u egy sebességdimenzi6ju (pozitiv) konstans, a + pedig
azt veszi figyelembe, hogy a tort értéke barmilyen eléjelli lehet. A tort nulla
értéke nyilvan u = oo-nek felel meg. Az egyenletbdl a

V) = ——= (1.4.17)
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kifejezést nyerjik a (V') fiiggvényre (a v(0) = 1 feltétel miatt csak a pozitiv
gyok veheté figyelembe).
Ha (V)-nek ezt az alakjét a sebesség-osszeadas (1.4.26) képletébe helyet-
tesitjiik, egyszert atalakitds utan a
Vo2 — Vou
Vig = —FF—5— 1.4.34
12 Vo1 - Vo2 ( )

1+ ———
u?

képletre jutunk, amelynek Vpi-re és Vpo-re megoldott alakjai a kovetkezok:

o Vo2 — Vo Vo + Vo
[ rr s ey 7

_ 1.4.35
Voo - Via ( )
u2 u?

1+ —— 1F

Az (1.4.17) megoldédst az (1.4.31) egyenletrendszer egy specidlis kovet-
kezményébdl, (1.4.32)-bél vezettiik le, ezért vissza kell helyettesiteni (1.4.31)
mindegyik egyenletébe, hogy meggyéz6djiink réla, valéban kielégiti-e oket.

Vegyiik az elsé egyenletet, amely (1.4.33) segitségével

Y12 Y01 F —5 - Y12 - Viz - Yo1 - Vo1 = 702

u?
alakra hozhaté. Helyettesitsiik itt a y-kat az (1.4.17)-ben adott alakjukkal:

Vi -V
5 2 Yo

u? S (1.4.36)

\/<1iV52) (uvo%) Vliv‘%
u? u? u?

Emeljiik az egyenlet reciprokat négyzetre:

<1 [ 122) (1 [ 021 ) )
u u V
1 02

1

Vig - Vo \? u?’
(1 + 12u2 01>
ahonnan
2
vz _ | Vot Vi
02 Vor - Via
1F o

Ez az egyenlet (1.4.35) kovetkeztében valoban teljesiil.
Térjiink &t (1.4.31) mésodik egyenletére. Ez (1.4.33) felhaszndldsival a
kovetkezo alakra hozhato:

Y12 - Yor - Vor + 712 - Viz - o1 = Yo2 - Voo,
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ahonnan s
Vo2
A (1.4.36) azonban (1.4.17) segitségével a
Via -V
Y02 e 12 . 01
Y12 - Yo1 u

alakra hozhatd, amelynek segitségével az el6z6 egyenlet megint (1.4.35)-re
vezet, tehat teljesiil. Hasonlbéan igazolhaté (1.4.31) harmadik és negyedik
egyenlete is.

1.5. A Lorentz-transzformacié és a relativisz-
tikus sebesség-0sszeadasi torvény

A fizikai probléma az, hogy létezik-e a természetben olyan sebességdimenzi-
6ju konstans, amely az (1.4.33) jobb oldalan allhat és felléphet az (1.4.18)
transzforméciés torvényben. A newtoni mechanikdban csak a végtelen nagy
sebesség univerzlis (u = 00), ezért (1.4.18) és (1.4.19) a

=t o =x—-Vt

Galilei-transzforméciora (és a hozza tartozd sebesség-Osszeaddsi torvényre)
redukélodik, kiegészitve azzal az explicit allitassal, hogy az idot nem kell
transzformalni (az id6 abszolut).

Ahhoz, hogy egyéb lehetdségeket is figyelembe tudjunk venni, tisztézni
kell az (1.4.18) transzformdcié egy fontos sajitossdgat u # oco-nél. Legyen
FE4 és Es két esemény, amelyek K-beli id6pontjai és koordinatai t1, x1, y1, 21
és ta, T2, Y2, 2o. Ha (1.4.18) segitségével kiszdmitjuk az események K’-beli
idopontjait és koordinatait, konnyen igazolhatjuk, hogy teljesiil a

(A7) + (Ay)2 + (A)2 £ u2(A)? = (Ax)? + (Ag)? + (A2)? £ ud(At)?
(1.5.1)
egyenl6ség, amelyben Ax = x5 — x1 stb. Az u mindkét eldjelnél sebesség-
dimenziéju konstans, de a konstans fizikai jelentése a felsé és az alsé el6jel
esetében gyokeresen kiilonbo6zo.

Tegyiik fel eloszor, hogy a természetben létezik olyan hatds, amely uni-
verzalisan (minden inerciarendszerben) a transzformdciéban szereplé u se-
bességgel terjed. Ha E7 a hatas elGidézése, Ey pedig az észlelése, akkor azt a
tényt, hogy IC-ban is, I’-ben is u sebességgel terjed, a

(A0 + (A’ + (827 _ 5 (ACP+ (A + (A,

(At)? B (At')?
egyenl6ségek fejezik ki, amelyek kovetkeztében
(Az')? + (AY)? + (AY)? — WP (AY)? =
= (Az)? + (Ay)® + (A2)? —u?(At)* (=0).

(1.5.2)





