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Eloszé

A miiszaki és természettudomanyos kutato-fejleszté munka koltségeinek dontd része a
kisérletek koltsége, igy ennek csokkentése kivanatos. Ez azt jelenti, hogy a kisérleti
adatokban rejlé informaciét minél teljesebb mértékben ki kell nyerni, amire a
matematikai statisztikai modszerek alkalmazasa ad lehetoséget. Ennél is nagyobb a
jelentdsége a kisérletek gondos megtervezésének, ami nem egyszeriien atgondolt munkat
jelent, hanem szintén a matematikai statisztika segitségével felépitett olyan kisérleti
terveket, amelyek lehetové teszik, hogy a kivant informacidt minél kevesebb kisérleti
munkaéval szerezziik be.

Ebben a témakorben legutobb 2000-ben jelentettiink meg konyvet, ,,Kisérletek
tervezése és értékelése” cimmel, a Miiszaki Konyvkiadonal, ez a konyv tobbszori
utannyomas utan is sok évvel ezel6tt elfogyott, érdeklédo olvasdink hiaba keresik. Ezért
mertilt fol a konyv Gjrakiadasa. Ahogy az id6 mult, és a klasszikus eszk6zok tovabbélése
mellett j modszerek is hasznalatba keriiltek, magunk is tovabbi tapasztalatokat
szereztlink, ezért egyre kevésbé tartottuk megfelelé megoldasnak a tobbé-kevésbé
valtozatlan utannyomast, ezért dontottiink a teljes atdolgozas mellett.

Az 1j részek és 1j hangsulyok a kovetkezok:

A statisztikai alapok témakorében

a) az egyoldali probak hangsulyozasa
b) préba és konfidenciaintervallum ekvivalenciaja, ill. a tablazatbol vett kritikus érték,
kiszamitott p, konfidenciaintervallum viszonya és haszna

c) TOST (két egyoldali t-proba)

d) hibaterjedési elemzés mérésekre: GUM-EURACHEM-modszer
Az ANOVA és a faktoros tervek témakdrében

e) tobb ingadozasforras figyelembevétele nagyobb hangsullyal

f) split-plot, nehezen valtoztathat6 faktorok

g) critical mix, rossz pont

Valtozatlanul igyekeztink nem statisztikai konyvet irni, hanem mérndkit. Az a
tapasztalatunk, hogy a valosagos problémak, amelyekkel a felhasznalo szembekertil,
bonyolultak, és nem is egyszeriisithetok, tobb eszkdz felhasznalasat igénylik, de tanulni-
tanitani csak az egyszeri eszk6zoktol kezdve lehet, spiralisan haladva folfelé. Ezért
iktatunk be komplex példakat 0j fejezetekként.

A példakat a Statistica programmal dolgoztuk ki, de mas programok is kivaléan
hasznalhatok. Mivel az ilyen programok altalaban angol nyelven kommunikalnak a
felhasznaloval, a szakkifejezések angol nevét is megadjuk a legtobb helyen.
Tapasztalatunk szerint a vallalatok jelentds része az angol és magyar nyelvet is hasznalja
az adatelemzési jelentésekben, és sulyos kovetkezményekkel jar a tizedespont ¢€s
tizedesvessz6 nem kovetkezetes hasznalata. Ezért a magyar szabvany szerinti
tizedesvessz6 helyett a konyvben mindentitt tizedespontot hasznalunk.

Anyagunkat négy évtizedes oktatési tapasztalat csiszolta: fakultativ, majd valaszthato
kotelezd ¢és kotelezben valaszthatd tantargyak a BME Vegyészmérndoki Karan,
tovabbképz6 kurzusok a BME Mérnoki Tovabbképzd Intézetében és iparvallalatoknal,
6 szigma szamos vallalatnal. Ez az oktatasi tapasztalat egyben megkdzelitési modunkat
is megszabja: mivel konyviinket els6sorban mérnokoknek és mérndkhallgatoknak

10



szanjuk, a tételek kifejtésében, levezetésében a szokasos matematikai targyalas helyett
szemléletességre torekedtiink; helyenként bizonyitas helyett is csak szemléletet
kivantunk adni.

A statisztikai modszereknek sokféle felhasznaldja van. Van, aki csak végrehajtando
utasitasokat, kovetendd eljarasokat kivan, és némi segitséget az eredmények
értelmezéséhez. Mas el akar mélyedni, érteni akarja a modszerek hatterét is, mert csak
igy biztos az alkalmazhatosagukban. A csak alkalmazni kivané felhasznalot is meg kell
attol ovni, hogy egy modszert az alkalmazhatdsdgi hatarain kiviil akarjon hasznalni,
illetve segiteni kell, hogy problémaja megoldasara alkalmas modszert valasszon.
Minthogy azonban tgy éreztiik, hogy a piac nem bir el kiilonb6z6 konyveket a
killonboz6  felhasznaloknak, igyekeztink mindezeket egyben  megoldani.
Elkeriilhetetlennek tartottuk az alapok gondos targyaldsat, kézzel végigszamolt
példakkal, de a szamolasigényes nagyobb feladatokndl a szamitogép szolgaltatta
eredményekre hagyatkoztunk. Béségesen adunk szampéldakat és gyakorlati alkalmazasi
példakat, utmutatasokat.

Mikor atdolgozasrol van szo, a szerzok nem tudnak ellenallni a bévités vagyanak,
ennek pedig a terjedelmi korlatok hatart szabnak. A Typotex Kiado tapasztalataira épitve
az anyag egy részét digitalisan bocsatjuk csak olvasoink rendelkezésére. Ezek a digitalis
részek szervesen a konyvhoz tartoznak, de a nyomtatott valtozatot hasznalhat6 alap-
tankonyvvé akartuk formalni, a tovabbi fejezetek keriiltek a digitalis részbe.

Az elméletileg nehezebb fejezeteket, alfejezeteket, amelyek nélkiil hitlink szerint még
jol boldogulhat az elméleti megalapozottsagra kevésbé igényes felhasznald, teljes
egészében a digitalis részbe utaltuk. Ugyanitt vannak a komplex alkalmazasi példak.
Igyekeztiink a konyvet ugy szerkeszteni, hogy e fejezetek nélkiil is olvashato és
hasznalhat6 legyen az anyag.

A szamitasokat tobbnyire a Statistica programmal /Dell Inc. (2016). Dell Statistica
(data analysis software system), version 13. software.dell.com/ végeztiik, de a ma
hasznalatos statisztikai programok hasonldé eredményeket adnak, csak a kiilalak
kiilonbozik.

Koszonettel tartozunk egyetemi hallgatdinknak és az e témaban tartott kiilonbozo
tanfolyamaink résztvevoinek, akik érdeklddésiikkel, kérdéseikkel segitettek hozza
benniinket a megértés oroméhez, tarsaikat — és remélhetden e kdnyv olvasoit is — a
vilagosabb magyarazatokhoz és az anyag mérndki szemléletnek megfeleld kifejtéséhez.
Szamos példank kollégikkal valo kozos munka eredménye. Koszonjik nekik az
egyiittmikodést. Kiillon koszonjik Vagdé Emese, Pusztai Eva és Mihalovits Maté
részvételét.

Budapest, 2016. szeptember
A szerzék: Kemény Sandor, Deak Andras, Kunovszki Péter és Lakné Komka Kinga
Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem

Kémiai és Kornyezeti Folyamatmérnoki Tanszék, 1111 Budapest, Milegyetem rkp. 3.
e-mail: kemeny@mail.ome.hu, deaka@mail.ome.hu, kunope@mail.bme.hu, komka@mail.bme.hu
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l. Valosziniiségelméleti és matematikai statisztikai alapok

1. A sziikséges valosziniiségelméleti és matematikai statisztikai
alapismeretek osszefoglalasa

Az alkalmazott statisztikai modszerek targyalasa, amely e kotet célja, feltételezi a
valoszinlis€gszamitas és matematikai statisztika alapvetd fogalmainak €s modszereinek
ismeretét. A témakornek magyar nyelven is tekintélyes és jol hasznalhato szakirodalma
van (Vincze |.. Matematikai statisztika ipari alkalmazasokkal, 1975; Prékopa A.:
Valésziniségelmélet, 1980; Lukacs O.: Matematikai statisztika példatar, 1987,
Reimann J.: Valésziniségelmélet és matematikai statisztika mérnokoknek, 1992;
Rényi A.: Ars Mathemathica, 2005; Meszéna Gy., Ziermann M.: Valészinliségelmélet
és matematikai statisztika, 1981; Kropfl, B. et al.: Alkalmazott statisztika, 2000). Ebben
és a kovetkezo fejezetben ezért csak attekintjiik a sziikséges alapokat.

Az 1. fejezetben az alapfogalmakrol és a gyakran hasznalatos eloszlasokrol lesz szo,
a 2. fejezet targya a statisztikai kovetkeztetés, vagyis a hipotézisvizsgalat és a
paraméterbecslés.

1.1. Alapfogalmak
Mennyiségi és mindségi valtozok, mérési skalak

Valtoz6ink nemcsak mennyiségi, hanem mindségi jellegiiek is lehetnek. A kovetkezo
un. mérési skalakat szokas definialni:

a) névleges (nominal, categorical): eredendéen nem szam, példaul férfi-né, szakaszos
vagy folyamatos technolégia, melyik {izemben végezziik a gyartast, az A, B vagy C
szallitotol szarmazo nyersanyagbol stb.. Még ha kodszamot adunk is az egyes
szinteknek, sorrendjiik nem értelmezhetd (pl. a férfiak személyi szama 1-essel
kezdddik, a ndké 2-essel, de ez nem sorrend, mint tudjuk ©?)

b) sorrendi (ordinal, ordered categorical): eredendden ez sem szam, példaul hadnagy,
féhadnagy, szdzados. Itt nincs értelme annak a kérdésnek, hogy a féhadnagy
mennyivel magasabb rangu, mint a hadnagy. Illetve az a tény, hogy az alhadnagy és
a féhadnagy kozott két rendfokozat van, mig a féhadnagy és a szazados kozott csak
egy, még nem mond semmit arrdl, hogy az alhadnagy és a féhadnagy kozott
nagyobb-e a kiilonbség, mint a szazados és a féhadnagy kozott.

Ezt a két skalat egyiitt minéségi (qualitative, attributes) skalanak nevezziik.

c) intervallum- (interval): eredendGen szam, példaul a °C-ban mért hdmérséklet. A
40 °C-os folyadék éppen 20 °C-kal melegebb a 20 °C-osnél, de nem kétszer olyan
meleg.

d) aranyos (proportional): eredendéen szam, példaul a K-ben mért hémérséklet, tomeg,
hosszusag stb. Természetes zéruspontja van, és a 4 kg cukor tomege éppen
kétszerese a 2 kg-énak.

Ezt a két skalat egyiitt mennyiségi skalanak nevezziik (quantitative, variables).

Véletlen jelenség
Ha egy géprol lekeriil6 termékpéldanyok valamely jellemz6jét (pl. a konzervdobozokba

toltott paradicsomsiiritmény tomegét) megvizsgaljuk, azt tapasztaljuk, hogy a jellemz6
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értékei kiilonbozoek, és ez az ingadozas elkeriilhetetlen. Ugyanigy ingadoznak az egy
alkatrész (egy példany) valamely geometriai méretére kapott mérési adatok.

Minden jelenséget az okok egy bizonyos rendszere hoz létre. Ha az okok mindegyikét
figyelembe tudnank venni, a jelenség lefolydsa azokbodl egyértelmiien levezethetd,
kiszamithato volna. Ez azonban gyakorlatilag lehetetlen, vagy célszeritlen, ezért az
esetek tilnyom¢ tobbségében az ingadozast véletlenszerlinek nevezziik.

Sokasag és minta

Az egy géprodl lekerlil6 alkatrészek méretadatai, a paradicsomkonzervek tomegadatai stb.
sokasagot alkotnak. A vizsgalatok célja e sokasag megismerése. Mivel az alapsokasag
teljes kori vizsgalatat nem lehet, vagy nem lenne gazdasagos elvégezni, ezért
vizsgalatainkat csak az Osszesség egy kiragadott részére, az un. mintara korlatozzuk. A
minta adatai alapjan a matematikai statisztika segitségével kovetkeztetink az
alapsokasagra.

Véges sokasag elemeinek meghatarozasa elvileg lehetséges, de esetleg igen nagy
munka. A matematikai statisztika alkalmazédsa ezt sziikségtelenné teszi. Végtelen
sokasag esetén az egész sokasag elvileg sem mérhetd meg. Példaul gondoljunk egy adott
targy tomegének meghatarozasara. A tomegmérés eredménye a targy valodi tomegétdl a
véletlen hibaval kiilonbozik. A lehetséges mérési eredmények végtelen sokasagot
alkotnak. Ha a targyat mérlegre tessziik, s megmérjiik a tomegét, ezzel kivalasztottuk a
sokasag egy elemét. A mérést tobbszor megismételve véges szamu adatot, a mintat
kapjuk.

Valosziniiségi valtozo

Azokat a mennyiségeket, amelyeknek értéke nem allando, hanem esetrdl esetre mas és
mas lehet, azonban meghatarozhat6, hogy mekkora valosziniiséggel esnek megadott
hatarok koz¢, valdsziniiségi valtozoknak nevezziik.

Diszkrét a valdsziniiségi valtozé ¢és annak eloszlasa, ha egy véges vagy
megszamlalhatdan végtelen elemi készletbdl vehet fel értékeket. Diszkrét valosziniiségi
valtozé példaul az egy miiszak alatt gyartott selejtes termékek szama. Lehetséges értékei
(0, 1, 2, ..., N) véges sorozatot alkotnak, ahol N az egy miiszak alatt gyartott termékek
szdma. Valamely gyartd gépsor egy miiszak alatti lizemzavarainak szama szintén
diszkrét valosziniiségi valtozé. Az iizemzavarok lehetséges szama elvileg nem
korlatozott, s ha a nagyon nagy szdmokhoz gyakorlatilag elhanyagolhatd (igen kicsi)
valoszinliségeket rendeliink, az lizemzavarok lehetséges szama végtelen sorozatot alkot.

Ha a valodszintiségi valtozo a valds szamok folytonos sokasaganak értékeit veheti fel,
folytonos valdszinliségi valtozordl beszéliink. Folytonos valdsziniiségi valtozo pl. az
acéltermék szakitoszilardsaga, vagy a polimer siiriisége.

A diszkrét valosziniisegi valtozo siiriiség- és eloszlasfiiggvénye

Képzeljik el, hogy egy pénzérmét 10-szer féldobunk. Az 1-1a) abran lathatdé p(x)
stirliségfiiggvény ,,ti” az egyes x = k értékeknél annak valdsziniiségét mutatjak, hogy a
10 foldobas eredménye éppen k-szor fej:

p(k)=P(x=k). (1.1)
A p(x) stirtiségfiiggvény tulajdonsagai:

p(x; )= 0 minden X; helyen;
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Zil p(x)=1. (1.2)

A szummazas az dsszes X; elemre végzendo.

0.28
0.24 +

0.20

0.16 F

012 F

0.08 b

0.04 +

0.00 L 1
1 2 3 4 6 7 8 9

0 5
X

plx)

10
1-1a) abra. Diszkrét valosziniiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

Szokas a kumulalt valoszinliségeket is abrazolni, ezt eloszlasfliiggvénynek nevezik.
Az 1-1b) abra szerinti F(X) eloszlasfiiggvény értéke az x = k helyen azt mutatja, hogy a
fej eredményii dobasok szama milyen valoszintiséggel lesz 10 dobasbol legfoljebb k:

F(k)=P(x<k)= 3 p(x). (.3)

X; <k

Az irodalomban az F(k)=P(x<k)= " p(x) konvenci is eléfordul.

xi <k
1.0 I_.——
08 r
—_ 0.6
=
= 0.4}
0.2t
0.0 —

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
1-1b) abra. Diszkrét valdoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
A folytonos valosziniiségi valtozo siiriiség- és eloszlasfiiggvénye

Abrazoljuk a konkrét mintavétel soran kapott értékeket olyan derékszogii koordinata-
rendszerben, amelynek abszcisszajan a valdsziniiségi valtozot osztalyokba soroltuk.

A Ax intervallum az osztaly szélessége, X; pedig az osztaly kozepe, az un. osztalyindex.
Az intervallumok mindegyike f6l¢é téglalapot rajzolunk gy, hogy a téglalapok teriilete
az intervallumokbeli el6fordulasok relativ gyakorisagaval (ni/N) legyen aranyos (1-2.
abra). Ez az un. relativ gyakorisagi hisztogram. Ha egyre tobb mérést végziink és
finomitjuk az osztalyszélességet, az f(x) valosziniiség-siirliségfiiggvényt kapjuk,
amelyet az abran folytonos vonal jeldl.
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1-2. dbra. Hisztogram ¢€s strliségfiiggvény
A suiriségfiiggveény értelmezése

Annak valdszinlisége, hogy az x folytonos valosziniiségi valtozé a és b kozotti értéket
vegyen fol (1-3. abra):

b
Pa<x<h)=]f(x)d (1.4)

fx)

ab X
1-3. abra. A folytonos valoszintliségi valtozo siiriiségfiiggvényének értelmezése

Mivel x folytonos valdszintiségi valtozo, nincs értelme egy-egy érték valdszinliségérol
besz€Ini, ugyanis P(x = x,)=0 (bar ez nem lehetetlen esemény).

Az f(x) siirliségfiiggvény tulajdonsagai:
f(x)>0  -wo<X<oo,vagyis f(x) értéke nem lehet negativ,

I f(x)dx=1, vagyis az egész gorbe alatti teriilet egységnyi.
Abrazoljuk a kumulalt relativ gyakorisagokat (annak relativ gyakorisagat, hogy a
valosziniiségi valtozo Xi vagy anndl kisebb értékeket vesz fel) x fiiggvényében (1-4.
abra). Itt, ha egyre tobb mérést végziink, az eloszlasfiiggvényt kapjuk, ezért az elobbi
kumulalt relativ gyakorisagi hisztogramot, ill. adatait tapasztalati eloszlasfiiggvénynek
is nevezik. Az eloszlasfiiggvény a stiriségfiiggvény integralja (1. az 1-5. abrat):

F(x)=P(x<x) I f(x (1.5)
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A sliriiség-, ill. eloszlasfliggvény alakjanak és paramétereinek ismerete jelenti a sokasag
ismeretét.

1.0 ¢ =
09t

; 0.8 P ‘l:(x}
A
T 07
o6 b

T o5t
o4t
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S 03t

=< 02

01}

0.0 =22
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X

1-4. 4bra. Folytonos valoszinliségi valtoz6 kumulalt relativ gyakorisagi hisztogramja és
eloszlasfiiggvénye

F(x,)

X; X
1-5. abra. A folytonos valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényének értelmezése

Paraméter és statisztika

A sokasagra vonatkozo valosziniiségsiirliség-, ill. -eloszlasfiiggvény konstansai, ill. ezek
szarmazékai (momentumok stb.) a paraméterek. A méréssel (mintavétellel) ezek
értekeirdl, azaz a slriiség- €s eloszlasfiiggvényrdl akarunk informaciot szerezni. A
paraméterek analogonjai a minta jellemz0i, vagy mas néven statisztikak. A paraméterek
a sokasag tulajdonsagai, mig a jellemzok (statisztikak) a mintaéi.

A legfontosabb paraméterek és statisztikak (jellemzok)
Varhato érték

A varhato érték definicidja folytonos valdsziniiségi valtozoé esetén:
E(x)= [xf(x)dx=p, (1.6)

ahol f(x) a sliriiségfiiggvény.
Diszkrét valoszintiségi valtozora:

E(x)= 2% p(%;). (L7)
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A varhato érték a sokasag tulajdonsaga, tehat paraméter.
A mintara a varhat6 értékkel analog statisztika a szamtani atlag:

X= X; - (1.8)

1N
N
A valosziniiségi valtozo fiiggvényének varhato értéke

Ha ¢(x) az x folytonos valdsziniiségi valtozo egyértékii valds fiiggvénye, ¢(X) varhatd
értekén a kovetkezo kifejezést értjiik:

el ol (. 1.9

Ennek alapjan konnyen belathato, hogy E(cx)=cE(x), és E(c)=c, ahol ¢ konstans.

Ha X1, X2,..., Xn valosziniiségi valtozok (pl. egy veenddé minta elemei), a definiciobol
belathatd, hogy

E(X, + X, +---+ X, )= E(x )+ E(x, )+---+ E(x,)- (1.10)
Median
A medidan az az érték, amelynél nagyobbat a valoszinliségi valtozd ugyanolyan

valosziniiséggel vesz fel, mint kisebbet (1-6. dbra). A mediant e -vel jelolve ez a
kovetkezot jelenti:

F(u,)=05. (1.11)

A tapasztalati median a nagysag szerint rendezett mintaclemek koziil a kdzépsd. Paros
mintaelemszam esetén a két kdzépso érték szamtani atlaga.

0.175 , .

modusz
0131} =8
0.088 | :
0.044 | /

u, = 1.34:
0.000 iy

0 5 10 15 20 25

1-6. abra. Mddusz, median, varhato érték
Modusz

A modusz a valosziniiségi valtozo legnagyobb valoszinliségii értéke (a stiriiségfiiggvény
maximumbhelye). Egy eloszlasnak tobb modusza is lehet.

A tapasztalati modusz a legnagyobb gyakorisagl osztaly (a hisztogram legmagasabb
téglalapjanak) osztalyindexe. Ha tobb moduszt talalunk, altalaban tobb sokasag
Osszekeveredésére gyanakodhatunk. Egycsucsos szimmetrikus eloszlas esetében a
modusz és a median egybeesik a varhatd értékkel, aszimmetrikus esetben nem (1-6.
abra).
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A variancia definicioja

Az x folytonos valosziniiségi valtozora:

Var(x)= T[x —E(X)F f(x)dx= E[(x —uyf ]: o?. (1.12)

—00

Diszkrét valoszinliségi valtozora:
Var(x)= X [x, ~ E(F p(x) = E[(x- )] (113)

azaz a varhato6 értéktol valo eltérés négyzetének varhato értéke. Szokas (a magyar nyelvii
szakirodalomban is) a kdvetkezd jelolés: D?(X).

Megjegyzendd, hogy a magyar szakirodalomban a variancia helyett a szérasnégyzet
elnevezést hasznaljak. Az elméleti és a tapasztalati szoérasnégyzet megkiilonboztetése
végett tartottuk sziikségesnek, hogy konyviinkben mas kifejezést hasznaljunk.

A variancia a sokasag tulajdonsaga (ezért paraméter), a siiriségfiiggvény ,,sz¢-
lességét” adja meg. A definici6 alapjan kdnnyen belathatd, hogy

Var(cx) = c?Var(x), (1.14)
és fliggetlen X1, Xz, .., Xn valdszinliségi valtozokra (mint pl. egy minta elemeire):
Var(x, + X, +---+ X, )=Var(x, )+Var(x, )+---+Var(x, ). (1.15)

A variancia mintabeli analogonja a szorasnégyzet (mas néven tapasztalati szérasnégyzet
vagy korrigalt tapasztalati szorasnégyzet):

1 N2
s2=— 3 (x —X). (1.16)
T 2%

1.2. A legfontosabb diszkrét eloszlasok

Szamos diszkrét eloszlas ismeretes, koziilikk szamunkra most a binomialis és a Poisson-
eloszlas a legfontosabbak.

A binomialis eloszlas

Dobjunk 6l egy pénzérmét n-szer. Legyen x annak valdsziniisége, hogy egy foldobas
eredménye fej legyen (ez hibatlan érménél 0.5). Annak valosziniiségét, hogy a
sorozatban éppen X legyen a fej dobasok szama, a kovetkezo stirliségfliggvény adja meg:

p(x)zwﬁx(l_z)“. (L17)

Altalanosabban a binomialis eloszlas akkor hasznalhato, ha a vett minta eleme kétféle
lehet. A gyartmany- vagy gyartasellendrzésnél p a sokasagbeli (tételbeli) selejtarany, x
az n elemli mintaban talalt selejtes darabok szama. Sziikséges, hogy a mintavétel
visszatevéssel torténjék, vagyis a k-adik mintaeclem ugyanolyan eséllyel legyen selejtes,
mint a k+l-edik. Természetesen a gyakorlatban nem szokas a vett mintaclemeket
visszatenni, ekkor a binomialis eloszlas csak kozelités, amely n << N esetén teljesen
jogos.
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A binomialis eloszlasu valdszinliségi valtozo varhato értéke €s varianciaja:
E(x)=nz, (1.18)
Var(x)=nz(l-r). (1.19)

Ha a talalt selejtes darabok szama helyett a mintabeli selejtaranyt tekintjiik valosziniiségi
valtozonak, ennek varhato értéke és varianciaja:

E@:ﬂ, (1.20)
Var[;() - ”(1; 7). (1.21)

A mintabeli selejtarany is diszkrét valoszinliségi valtozd, bar lehetséges értékei nem
egész szamok. Példaul 20 elemii mintaban a talalt selejtarany lehet 0, 1/20, 2/20 és igy
tovabb.

A Poisson-eloszilas

Ritka események eloszlasanak modellezésére hasznalhato, pl. a ritkan eléfordulo selejtes
darabok tételenkénti szdma, a miszakonkénti fonalszakadasok szama, az tizemi
balesetek szama évente, a festési hibahelyek szama egy auton stb. A
mindségbiztositasban elsésorban a termékegységen el6forduld hibdk eloszlasanak
modellezésére hasznaljak.
Annak feltételei, hogy a ritka esemény valamely id6-intervallumbeli, vagy adott
egységbeli el6fordulasainak szama Poisson-eloszlast kdvessen:
a) barmely egységben bekovetkezd eseménynek fliggetlennek kell lennie a tobbi
egységbelitdl;
b) azesemény bekovetkezésének valoszinlisége barmely egységben azonos, és aranyos
az egység méretével;
c) annak valoszinlisége, hogy két vagy tobb eldfordulas kovetkezik be egy egységben,
az egység méretének csokkentésével nulldhoz tart.
Ha a binomialis eloszlasnal a 7 paraméter igen kicsi (7#—0), a mintaelemszadm pedig igen
nagy (n—o), de kozben az nz =4 szorzat véges konstans (1 > 0), a valdszinliségi
valtoz6 Poisson-eloszlasu lesz.
A Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozo stirliségfiiggvénye:
e A

p(x)= IR (1.22)

Varhat6 értéke és varianciaja:
E(x)=Var(x)= 1. (1.23)

1.3. A legfontosabb folytonos eloszlas: normalis eloszlas

A természetben akkor talalkozunk normalis eloszlassal, ha sok, egymastol fiiggetlen,
egyenként kis hatdsu tényezd hatasa Osszeadodik. Emiatt a kozvetleniil mért,
véletlenszer(i ingadozasokat mutatd adatok (tomeg, hémérséklet stb.) jo kozelitéssel
normalis vagy Gauss-féle eloszlast sokasagbol vett mintanak tekinthetdk.
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A Gauss-eloszlas stirliség- és eloszlasfiiggvénye:

f(x)= \/%a e>§o|:—;[x;ﬂj } (1.24)

51 1 x—u)
=:[O\/%exp{—2(aj }dx. (1.25)
A normalis eloszlasu valoszintségi valtozo varhato értéke és variancigja:
E(x)=u, (1.26)
Var(x)=o". (1.27)

A normaélis eloszlas szokasos rovid jeldlése N(u, 62), pl. N(0, 1).

Ha az eloszlasfiiggvény értékeit tablazatba akarnank foglalni, haromdimenzids
tablazatra lenne sziikség, mivel F(X) az X valtozon kiviil a ¢ és o paramétereket is
tartalmazza. Célszer(i tehat transzformaciot keresniink.

Normalizalt (standardizalt) normalis eloszlas: z-eloszlas

Definialjuk a kovetkez6 valosziniiségi valtozot:

7= XTH (1.28)
(e

Az 1j valosziniiségi valtozé paraméterei:

E(z)= E(X_ﬂj: E(-u _q (1.29)
O (o2

Var(z)= Var(x ”j 1 var(x)=1. (1.30)
o o

A két paraméter felhasznaldsaval a normalizalt (standardizalt) normalis eloszlas
stiriségfiiggvénye:

f(z)=\/;7exp(—22} (1.31)

Minthogy a silriiségfiiggvényben egyetlen paraméter sem szerepel, a normalizalt
normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékei kisméretli tdblazatba foglalhatok
(Figgelék |. tablazat). E tablazat adatai barmilyen paraméterii normalis eloszlasra
hasznalhatok a transzformacios képlet alkalmazasaval.

Annak valdszintisége, hogy a N(u, 02) eloszlasu X valoszintiségi valtozé nem haladja
meg a értékét, a kdvetkezo integrallal adhaté meg:

e el 2 e Ll e

(1.32)
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ahol z, = &k,
o
A P(X < a) valosziniiség értékét az 1-7a) abran a vonalkazott teriilet mutatja. A kett6s
vizszintes skala szemlélteti a transzformaciot. Az 1-7b) abra az eloszlasfiiggvénnyel
magyarazza ugyanezt.

Tehat annak valésziniisége, hogy x <a, megegyezik annak valdsziniségével, hogy

a—
232327/‘_

a X

zZ zZ
Za £

1-7a) abra. Standardizalt normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo stiriiségfliggvénye

Fla)

a X

“q 4

1-7b) 4bra. Standardizalt normalis eloszlast valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
1-1. példa
Hatarozzuk meg annak valosziniiségét, hogy az X normalis eloszlast valosziniiségi
valtozo a (,u -0, U+ 0') intervallumba esé értéket vesz fel!
Plu—o<x<u+o)=F(u+o)-F(u-o)
Az Osszefiiggést az 1-8a) és b) abrak szemléltetik.

SHEOTH g z

Zesiss =

_H-o-n_ 4
als6 — -
o o

A Fiiggelék |. tablazatabol F(L)=084134 . Belathaté, hogy mivel f(x) szimmetrikus
fiiggvény és F(o0)=1, F(-a)=1-F(a). fgy F(~1)=1-F(1)=015866 .
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P(u—o <x<u+0)=0.68268 ; P ~ 0.683, azaz a valosziniiség 68.3%.
Sx)

P(x<pu—o) / (x=pu+o)

1-8a) abra. A normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo (,u — o, iu+0o) intervallumbeli
elé6fordulasanak valosziniisége a slirliségfiiggvényen szemléltetve

Fluto)pe-memeemeememmemcenancanens
P(u—o <x <uto)
Fl—0)|-=---rmmmmmrmmrgfom oo X
‘LII_(T ‘H ‘H“:'ﬂ' X
a0 1 z

1-8b) 4bra. A normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo (,u —o, iu+0o) intervallumbeli
el6fordulasanak valosziniisége az eloszlasfiiggvényen szemléltetve

Hasonlo szamitassal adodik:

intervallum
szélessége to 120 130
P 0.68268 | 0.9545 | 0.9973
Sx)
a2 a2
Xalso H Xrose ¥
-Z;Lr'? 0 Zr;,-:; z

1-9. 4bra. A z-eloszlasu valdsziniiségi valtozd 1—a valosziniiségli intervalluma
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